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Ëåêöèÿ 10. ×èñëîâûå ðÿäû.
Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ðÿäîâ,
íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà.

10.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 10.1. ×èñëîâûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ñóììà ÷ëåíîâ
áåñêîíå÷íîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . =
+∞∑
n=1

un. (10.1)

×èñëà u1, u2, u3, . . . , un, . . . íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà. Ðÿä ñ÷èòà-
åòñÿ çàäàííûì, åñëè èçâåñòåí îáùèé ÷ëåí ðÿäà un êàê ôóíêöèÿ åãî
íîìåðà n: un = f(n).

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ðÿäîâ:

1)
1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ . . . , un =

1

n
;

2) 2 + 6 + 18 + · · ·+ 2 · 3n−1 + . . . , un = 2 · 3n−1;
3) 1− 1 + 1− 1 + · · ·+ (−1)n−1 + . . . , un = (−1)n−1;

4) cos
π

1
+ cos

π

2
+ cos

π

3
+ · · ·+ cos

π

n
+ . . . , un = cos

π

n
.

Îïðåäåëåíèå 10.2. Ñóììà Sn ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ðÿäà íàçûâàåòñÿ
n-é ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà:

Sn = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un =
n∑
k=1

uk. (10.2)

Èíîãäà, èññëåäóÿ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î
õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ ñàìîãî ðÿäà.

Ïðèìåð 10.1. Èññëåäîâàòü ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà:

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
+ . . . .

Ð å ø å í è å: Ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn
ýòîãî ðÿäà. Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
.



176 Ëåêöèÿ 10. ×èñëîâûå ðÿäû. Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Ïîýòîìó

S1 =
1

1 · 2
=

1

2
= 1− 1

2
;

S2 =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
=

1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
= 1− 1

3
;

S3 =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
=

1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
= 1− 1

4
.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì íàéäåì, ÷òî

Sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

(n− 1)n
+

1

n(n+ 1)
=

=
1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

n− 1
− 1

n
+

1

n
− 1

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòî-
ãî ðÿäà ðàâåí åäèíèöå:

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1− lim

n→+∞

1

n+ 1
= 1.

Ïðèìåð 10.2. Èññëåäîâàòü ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà:

2 + 6 + 18 + · · ·+ 2 · 3n−1 + . . . .

Ð å ø å í è å: Íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì:

S1 = 2, S2 = 2 + 6 = 8,

S3 = 2 + 6 + 18 = 26, . . . ,

Sn = 2 + 6 + 18 + · · ·+ 2 · 3n−1.

Ýòè ÷àñòè÷íûå ñóììû ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S1 = 2 = 3− 1, S2 = 8 = 32 − 1, S3 = 26 = 33 − 1, . . . , Sn = 3n − 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

(3n − 1) = +∞.

Ïðèìåð 10.3. Èññëåäîâàòü ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà:

1− 1 + 1− 1 + · · ·+ (−1)n−1 + . . . .
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Ð å ø å í è å: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì èìååò âèä

S1 = 1, S2 = 0, S3 = 1, S4 = 0, . . . .

Â ýòîì ïðèìåðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì íå ñòðåìèòñÿ íè
ê êàêîìó ïðåäåëó.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðûõ ðÿäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷-
íûõ ñóìì ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåë¼ííîìó ïðåäåëó, äëÿ äðóãèõ æå ðÿäîâ
òàêîé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 10.3. Ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñóùåñòâó-
åò êîíå÷íûé ïðåäåë S ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn
ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè íîìåðà n, ò.å.

lim
n→+∞

Sn = S. (10.3)

Îïðåäåëåíèå 10.4. Ïðåäåë S ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà.

Åñëè S ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà u1+u2+u3+· · ·+un+. . . ,
òî ïèøóò:

S = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . =
+∞∑
n=1

un. (10.4)

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà íå èìååò ïðåäåëà,
òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñóììû íå èìååò.

Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ, íî î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ðÿäîâ ÿâëÿ-
åòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ (ëåêöèÿ 6):

b1 + b1q + b1q
2 + · · ·+ b1q

n−1 + . . . ; (10.5)

b1 íàçûâàåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ïðîãðåññèè, à ìíîæèòåëü q � çíàìåíà-
òåëåì ïðîãðåññèè.

Ñóììà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ (n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà) ïðîãðåññèè, êàê
èçâåñòíî, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïðè q ̸= 1 ïî ôîðìóëå

Sn =
b1 − b1q

n

1− q
.

1) Åñëè |q| < 1, òî qn → 0 ïðè n→ +∞ è

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

b1 − b1q
n

1− q
= lim

n→+∞

b1
1− q

− lim
n→+∞

b1q
n

1− q
=

b1
1− q

.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè |q| < 1 ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ÿâëÿåòñÿ

ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì, ñóììà êîòîðîãî S =
b1

1− q
.

2) Åñëè |q| > 1, òî qn → +∞ ïðè n→ +∞ è

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

b1 − b1q
n

1− q
= +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
3) Åñëè q = 1, òî ðÿä (10.5) ïðèíèìàåò âèä

b1 + b1 + b1 + · · ·+ b1 + . . . .

Äëÿ íåãî Sn = nb1 è ïðè b1 ̸= 0 lim
n→+∞

Sn = +∞, ò.å. ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

4) Åñëè q = −1, òî ðÿä (10.5) ïðèíèìàåò âèä

b1 − b1 + b1 − b1 + . . . .

Â ýòîì ñëó÷àå Sn = 0 ïðè n ÷¼òíîì è Sn = b1 ïðè n íå÷¼òíîì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðè b1 ̸= 0 lim

n→+∞
Sn íå ñóùåñòâóåò è ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Èòàê,

ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì ïðè |q| < 1 è
ðàñõîäÿùèìñÿ ïðè |q| > 1.

10.2. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ, êîòîðûå íàì ïî-
íàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.

Òåîðåìà 10.1. Åñëè ðÿä

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . (10.6)

ñõîäèòñÿ è èìååò ñóììó S, òî ðÿä

au1 + au2 + au3 + · · ·+ aun + . . . , (10.7)

ãäå a � çàäàííîå ÷èñëî, òàêæå ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà aS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Sn åñòü n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (10.6), à
σn åñòü n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (10.7). Òîãäà

σn = au1 + au2 + au3 + · · ·+ aun = a(u1 + u2 + u3 + · · ·+ un) = aSn.

Îòñþäà
lim

n→+∞
σn = lim

n→+∞
aSn = a lim

n→+∞
Sn = aS.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (10.7) ñõîäèòñÿ è èìååò ñóììó aS.
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Òåîðåìà 10.2. Åñëè ðÿäû

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . , (10.8)

v1 + v2 + v3 + · · ·+ vn + . . . (10.9)

ñõîäÿòñÿ è èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ñóììó S è S̄, òî ðÿä

(u1 + v1) + (u2 + v2) + (u3 + v3) + · · ·+ (un + vn) + . . . , (10.10)

ïîëó÷àþùèéñÿ ïî÷ëåííûì ñëîæåíèåì äàííûõ ðÿäîâ, òàêæå ñõîäèò-
ñÿ è èìååò ñóììó S + S̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì n-å ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ (10.8),
(10.9) è (10.10) ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Sn, S̄n è σn. Èìååì:

σn = (u1 + v1) + (u2 + v2) + (u3 + v3) + · · ·+ (un + vn) = Sn + S̄n.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì

lim
n→+∞

σn = lim
n→+∞

(Sn + S̄n) = lim
n→+∞

Sn + lim
n→+∞

S̄n = S + S̄.

Èòàê, ðÿä (10.10) ñõîäèòñÿ. Ðÿä (10.10) íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäîâ (10.8)
è (10.9).

Çàìå÷àíèå 10.1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñõîäèòñÿ
ðÿä

(u1 − v1) + (u2 − v2) + (u3 − v3) + · · ·+ (un − vn) + . . . (10.11)

è åãî ñóììà ðàâíà S − S̄. Ðÿä (10.11) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ ðÿäîâ
(10.8) è (10.9).

Ðàññìîòðèì äâà ðÿäà

u1 + u2 + u3 + · · ·+ uk−1 + uk + uk+1 + · · ·+ un−1 + un + . . . (10.12)

è
uk+1 + · · ·+ un−1 + un + . . . . (10.13)

Òåîðåìà 10.3. Åñëè ñõîäèòñÿ äàííûé ðÿä (10.12), òî ñõîäèòñÿ
è ðÿä (10.13), ïîëó÷åííûé èç ðÿäà (10.12) îòáðàñûâàíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà k åãî ïåðâûõ ÷ëåíîâ. Îáðàòíî, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä (10.13), òî
ñõîäèòñÿ è äàííûé ðÿä (10.12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ñóììó n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà
(10.12), ÷åðåç Sk � ñóììó k îòáðîøåííûõ ÷ëåíîâ (k < n) è ÷åðåç σn−k
� ñóììó n− k ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà (10.13):

Sn = u1 + u2 + u3 + · · ·+ uk + uk+1 + · · ·+ un,
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Sk = u1 + u2 + u3 + · · ·+ uk, σn−k = uk+1 + uk+2 + · · ·+ un.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Sn = Sk + σn−k, (10.14)

ïðè÷¼ì Sk � íåêîòîðîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò n.
1. Ïóñòü ðÿä (10.12) ñõîäèòñÿ è èìååò ñóììó S, ò.å. lim

n→+∞
Sn = S.

Òîãäà èç ðàâåíñòâà (10.14) ñëåäóåò:

lim
n→+∞

σn−k = lim
n→+∞

(Sn − Sk) = lim
n→+∞

Sn − lim
n→+∞

Sk = S − Sk.

Èòàê, ÷àñòè÷íûå ñóììû σn−k ðÿäà (10.13) ïðè n→ +∞ èìåþò ïðåäåë,
ò.å. ðÿä (10.13) ñõîäèòñÿ.

2. Ïóñòü ðÿä (10.13) ñõîäèòñÿ è èìååò ñóììó σ, ò.å. lim
n→+∞

σn−k = σ.

Èç ( 10.14) ñëåäóåò:

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

(Sk + σn−k) = Sk + lim
n→+∞

σn−k = Sk + σ,

ò.å. ðÿä (10.12) ñõîäèòñÿ.
Òåîðåìó 10.3 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íà ñõîäèìîñòü ðÿäà íå âëèÿåò îòáðàñûâàíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî

÷èñëà åãî ïåðâûõ ÷ëåíîâ.

10.3. Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Òåîðåìà 10.4. Åñëè ðÿä u1+u2+u3+· · ·+un+. . . ñõîäèòñÿ, òî åãî
îáùèé ÷ëåí un ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè
íîìåðà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . ,

èìåþùèé ñóììó S. Ðàññìîòðèì åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû

Sn = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un−1 + un

è

Sn−1 = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un−1.

Îòñþäà un = Sn − Sn−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→+∞

Sn − lim
n→+∞

Sn−1.
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lim
n→+∞

Sn = S è lim
n→+∞

Sn−1 = S, òàê êàê ïðè n → +∞ è n − 1 → +∞.

Ïîýòîìó lim
n→+∞

un = S − S = 0. Èòàê,

lim
n→+∞

un = 0. (10.15)

Òåîðåìà 10.5. (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ðàñõîäèìîñòè ðÿäà). Åñëè
îáùèé ÷ëåí ðÿäà íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñ-
òàíèè åãî íîìåðà n, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ðÿä ñõîäèëñÿ, òî ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå
åãî îáùèé ÷ëåí îáÿçàí áûë áû ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ.

Ïðèìåð 10.4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä.

1

2
+

2

3
+

3

4
+ · · ·+ n

n+ 1
+ . . .

Ð å ø å í è å: Ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê åãî îáùèé ÷ëåí un =
n

n+ 1
íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ +∞:

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

n

n+ 1
= lim

n→+∞

1

1 + 1/n
= 1.

Óñëîâèå lim
n→+∞

un = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà,

íî íå äîñòàòî÷íûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû,
äëÿ êîòîðûõ lim

n→+∞
un = 0.

Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ðÿä

1√
1
+

1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
+ . . . . (10.16)

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

1√
n
= 0. Îäíàêî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà

Sn =
1√
1
+

1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
.

Òàê êàê
1√
1
>

1√
n
,

1√
2
>

1√
n
,

1√
3
>

1√
n
, . . . , òî î÷åâèäíî, ÷òî

Sn >
1√
n
+

1√
n
+

1√
n
+ · · ·+ 1√

n
,
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Sn > n · 1√
n
, ò.å. Sn >

√
n. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→+∞

Sn = +∞, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 10. ×èñëîâûå ðÿäû.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

×èñëîâûå ðÿäû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïðèñòóïàÿ ê ïðàêòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ ðÿäîâ,
ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò óñâîèòü ïîíÿòèÿ ñõîäÿùåãîñÿ è ðàñõîäÿùåãî-
ñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà, à çàòåì ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ ïðèçíàêîâ (óñëîâèé)
ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. Ñëåäóåò ïîíèìàòü è ïðàâèëüíî ïðèìåíÿòü íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè. Ðàâåíñòâî lim

n→+∞
un = 0,

ãäå un � îáùèé ÷ëåí ðÿäà, ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ
ñõîäèìîñòè ðÿäà. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî èññëåäóåìûé
ðÿä ðàñõîäèòñÿ, à åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî îêîí÷àòåëüíî îò-
âåòèòü íà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà ìîæíî òîëüêî ïîñëå
èññëåäîâàíèÿ åãî ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ ñõîäè-
ìîñòè.

Ïðèìåð 10.1. Äàí îáùèé ÷ëåí ðÿäà un =
2n−1

n!
. Çàïèñàòü ïåðâûå

÷åòûðå ÷ëåíà ðÿäà.

Ð å ø å í è å: Â ÷èñëèòåëå çàïèñàí îáùèé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé q=2. Â çíàìåíàòåëå ìû èìååì äåëî
ñ ôàêòîðèàëîì n! ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ÷èñëà n>0, êîòîðûé îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëàìè: 0!=1, 1!=1, 2!=1·2, 3!=1·2·3, n!=1·2·3·...·n. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ðÿä ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

1

1!
+

2

2!
+

4

3!
+

8

4!
+ · · ·+ 2n−1

n!
+ · · · .

Ïðèìåð 10.2. Íàéòè îáùèé ÷ëåí ðÿäà

1 +
1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · · .

Ð å ø å í è å: Êàê è â ñëó÷àå ñ îáùèì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, çäåñü íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü çàêîíîìåðíîñòü èçìåíåíèÿ êàæ-
äîãî ÷ëåíà ðÿäà îò åãî íîìåðà n. Â äàííîì ñëó÷àå èçìåíÿþòñÿ òîëü-
êî çíàìåíàòåëè, êîòîðûå îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ 1, 3,
5, 7,. . . Èçâåñòíî, ÷òî n-é ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ìîæíî
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íàéòè ïî ôîðìóëå an = a1 + d(n − 1). Çäåñü a1 = 1, d = 2, ïîýòî-
ìó an = 1 + 2(n − 1) = 2n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé ÷ëåí ðÿäà

un =
1

2n− 1
.

Ïðèìåð 10.3. Íàéòè îáùèé ÷ëåí ðÿäà

1 +
1 · 4
1 · 4

+
1 · 4 · 9
1 · 4 · 7

+
1 · 4 · 9 · 16
1 · 4 · 7 · 10

+ · · · .

Ð å ø å í è å: Â ÷èñëèòåëå ñîìíîæèòåëè îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñ îáùèì ÷ëåíîì n2. Â çíàìåíàòåëå êàæäûé ÷ëåí ðÿäà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè (a1 = 1, d = 3). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé îáùåãî ÷ëåíà
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ñì. ïðåäûäóùèé ïðèìåð) an = 3n − 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé ÷ëåí ðÿäà un =
1 · 4 · 9 · 16 · · · ·n2

1 · 4 · 7 · 10 · · · · (3n− 2)
.

Ïðèìåð 10.4. Íàéòè ñóììó ðÿäà

1

1 · 12
+

1

12 · 23
+

1

23 · 34
+ · · ·+ 1

(11n− 10) · (11n+ 1)
+ . . . .

Ð å ø å í è å: Ðàçëîæèì îáùèé ÷ëåí ðÿäà íà ñóììó äâóõ äðîáåé
ïî ìåòîäó íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ:

1

(11n− 10) · (11n+ 1)
=

A\11n+1

11n− 10
+
B\11n−10

11n+ 1
=

=
A(11n+ 1) +B(11n− 10)

(11n− 10) · (11n+ 1)
.

Äâå äðîáè ðàâíû, åñëè ðàâíû èõ ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè, ñëåäîâà-
òåëüíî:

1 = A(11n+ 1) +B(11n− 10).

Ïîëàãàÿ n=0, èìååì
Ïîëàãàÿ n=1, èìååì

{
A− 10B = 1.
12A+B = 1.

Ðåøèâ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

À è Â, íàéäåì A =
1

11
, B = − 1

11
. Îáùèé ÷ëåí ðÿäà ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå:

un =
1

(11n− 10) · (11n+ 1)
=

1

11

(
1

11n− 10
− 1

11n+ 1

)
.



184 Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 10. ×èñëîâûå ðÿäû. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Çàïèøåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà:

u1 =
1

11

(
1− 1

12

)
, u2 =

1

11

(
1

12
− 1

23

)
, u3 =

1

11

(
1

23
− 1

34

)
, . . . .

Ñëåäîâàòåëüíî:

Sn =
1

11

(
1− 1

12

)
+

1

11

(
1

12
− 1

23

)
+

1

11

(
1

23
− 1

34

)
+ · · ·

+
1

11

(
1

11n− 10
− 1

11n+ 1

)
=

1

11

(
1− 1

12
+

1

12
− 1

23
+

1

23
− 1

34
+ · · ·+ 1

11n− 10
− 1

11n+ 1

)
=

=
1

11

(
1− 1

11n+ 1

)
.

Èòàê, S = lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

1

11

(
1− 1

11n+ 1

)
=

1

11
.

Îòâåò: S =
1

11
.

Ïðèìåð 10.5. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà è âû÷èñëèòü ñóììó
ðÿäà, åñëè îí ñõîäèòñÿ.

2

3
+

1

3
+

1

6
+

1

12
+

1

24
+ · · · .

Ð å ø å í è å: Ðÿä ñîñòàâëåí èç ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè b1 =
2

3
, q =

1

2
, è ïîýòîìó ñõîäèòñÿ. Íàéäåì

ñóììó ðÿäà:

S =
b1

1− q
=

2

3

1− 1

2

=
4

3
.

Ïðèìåð 10.6. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà.

+∞∑
n=1

5n+ 1

4n− 1
.



Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 10. ×èñëîâûå ðÿäû. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ 185

Ð å ø å í è å: Ïðîâåðèì íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè:

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

5n+ 1

4n− 1
=

5

4
̸= 0.

Îòâåò: Äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ, ò.ê. íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìûé
ïðèçíàê ñõîäèìîñòè.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Ïðèìåð 10.7. Íàéòè îáùèé ÷ëåí ðÿäà

1− 1

4
+

1

9
− 1

16
+ · · · .

Ïðèìåð 10.8. Íàéòè îáùèé ÷ëåí ðÿäà

2

3
+

(
3

7

)2

+

(
4

11

)3

+

(
5

15

)4

+ · · · .

Ïðèìåð 10.9. Íàéòè ñóììó ðÿäà

1

1 · 3
+

1

3 · 5
+

1

5 · 7
+ · · ·+ 1

(2n− 1)(2n+ 1)
+ · · · .

Ïðèìåð 10.10. Íàéòè ñóììó ðÿäà

1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+

1

3 · 4 · 5
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)(n+ 2)
+ · · · .

Ïðèìåð 10.11. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà è âû÷èñëèòü ñóì-
ìó ðÿäà, åñëè îí ñõîäèòñÿ

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · .

Ïðèìåð 10.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
+∞∑
n=1

n

3n− 1
.
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Äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ

Êàê ìû óæå çíàåì, ñóììîé ðÿäà íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì: S = lim

n→+∞
Sn. Îäíàêî íàõîæäåíèå

ýòîãî ïðåäåëà âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè.
Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ñóììó ðÿäà íàõîäÿò ïðèáëèæ¼ííî, çàìåíÿÿ å¼ ÷à-
ñòè÷íîé ñóììîé Sn ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì íîìåðîì n. Íî äëÿ ýòîãî
íàäî áûòü óâåðåííûì, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ. Ñõîäèìîñòü èëè ðàñ-
õîäèìîñòü ðÿäà âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óäà¼òñÿ óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ òàê
íàçûâàåìûõ äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ. Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì
äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè äëÿ ðÿäîâ ñ ïîëî-
æèòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Òàêèå ðÿäû íàçûâàþòñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíû-
ìè.

Çàìå÷àíèå 11.1. Âñå ïîëó÷åííûå íèæå âûâîäû áóäóò ñïðàâåäëè-
âû è äëÿ ðÿäîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè, ò.å. äëÿ çíàêîîòðèöà-
òåëüíûõ ðÿäîâ.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì ñëåäóþùåå. Òàê êàê â çíàêîïîëîæèòåëüíîì
ðÿäå âñå ÷ëåíû ïîëîæèòåëüíû,òî åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû S1 = u1,
S2 = u1+u2, S3 = u1+u2+u3, . . . , Sn = u1+u2+u3+· · ·+un âîçðàñòàþò ñ
óâåëè÷åíèåì íîìåðà ñóììû n. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

S1 < S2 < S3 < · · · < Sn < . . . .

Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì íåîãðàíè÷åííà. Â ýòîì ñëó-

÷àå lim
n→+∞

Sn = +∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì îãðàíè÷åíà, ò.å. Sn < C
ïðè ëþáîì n. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì èìå-
åò ïðåäåë è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî òîò èëè èíîé çíàêî-
ïîëîæèòåëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü òîëüêî îãðàíè-
÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

Òåîðåìà 11.1. (Ïåðâûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.) Äàíû äâà çíàêîïî-
ëîæèòåëüíûõ ðÿäà:

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . , (U)
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v1 + v2 + v3 + · · ·+ vn + . . . . (V )

Ïóñòü ÷ëåíû ïåðâîãî ðÿäà íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ
âòîðîãî ðÿäà:

u1 6 v1, u2 6 v2, u3 6 v3, . . . , un 6 vn, . . . , (11.1)

è âòîðîé ðÿä ñõîäèòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ïåðâûé ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ,
è åãî ñóììà íå ïðåâîñõîäèò ñóììû âòîðîãî ðÿäà (çàêëþ÷åíèå òåîðå-
ìû îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè íåêîòîðûå ÷ëåíû ðÿäà (U) ðàâíû íóëþ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn è σn ñîîòâåòñòâåííî n�å ÷à-
ñòè÷íûå ñóììû ïåðâîãî è âòîðîãî ðÿäîâ:

Sn = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un, σn = v1 + v2 + v3 + · · ·+ vn.

Èç íåðàâåíñòâ (11.1) ñëåäóåò, ÷òî Sn 6 σn. Òàê êàê ðÿä (V ) ñõîäèòñÿ,
òî ñóùåñòâóåò lim

n→+∞
σn = σ. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ÷ëåíû ðÿäà ïîëî-

æèòåëüíû, î÷åâèäíî, ÷òî σn < σ, à ñëåäîâàòåëüíî, è Sn < σ. Òàêèì
îáðàçîì, ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (U) îãðàíè÷åíû è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðÿä (U) ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì åãî ñóììà íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ðÿäà (V ),
êàê ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Sn < σ.

Òåîðåìà 11.2. (Âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.) Äàíû äâà çíàêîïî-
ëîæèòåëüíûõ ðÿäà

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . , (U)

v1 + v2 + v3 + · · ·+ vn + . . . . (V )

Ïóñòü ÷ëåíû ïåðâîãî ðÿäà íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ âòî-
ðîãî ðÿäà

u1 > v1, u2 > v2, u3 > v3, . . . , un > vn, . . . , (11.2)

è âòîðîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ïåðâûé ðÿä òàêæå ðàñõî-
äèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ñíîâà ÷åðåç Sn è σn ñîîòâåòñòâåííî
÷àñòè÷íûå ñóììû ïåðâîãî è âòîðîãî ðÿäîâ:

Sn = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un, σn = v1 + v2 + v3 + · · ·+ vn.

Èç íåðàâåíñòâ (11.2) ñëåäóåò, ÷òî Sn > σn. Òàê êàê ðÿä (V ) ðàñõîäèòñÿ
è åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû âîçðàñòàþò, òî lim

n→+∞
σn = +∞. Â òàêîì ñëó÷àå

è lim
n→+∞

Sn = +∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (U) ðàñõîäèòñÿ.
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Ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäîâ íåîáõîäèìî èìåòü äëÿ ñðàâíåíèÿ ðÿäû,
îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ äîñòîâåðíî èçâåñòíî, ñõîäÿòñÿ îíè èëè ðàñõî-
äÿòñÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ
ïðè |q| < 1 è ðàñõîäÿùèéñÿ ïðè |q| > 1.

Âî âòîðîì ñåìåñòðå â ðàçäåëå èíòåãðàëüíûõ èñ÷èñëåíèé áóäåò ïî-
êàçàíî, ÷òî ðÿä

1

1p
+

1

2p
+

1

3p
+ · · ·+ 1

np
+ . . . (11.3)

ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè p 6 1. Ïðè p = 1 ïîëó÷àåòñÿ ðÿä

1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ . . . , (11.4)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì. Ðÿä (11.3) íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-
íûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ãàðìîíè÷åñêèé è îáîáùåííûé ãàðìî-
íè÷åñêèé ðÿäû î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäîâ ñ
ïîìîùüþ ïðèçíàêîâ ñðàâíåíèÿ â êà÷åñòâå ýòàëîííûõ ðÿäîâ.

Ïðèìåð 11.1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

1

22
+

1

33
+

1

44
+ · · ·+ 1

(n+ 1)n+1
+ . . . . (11.5)

Ð å ø å í è å: Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ðÿä

1

22
+

1

23
+

1

24
+ · · ·+ 1

2n+1
+ . . . . (11.6)

Ðÿä (11.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìå-
íàòåëåì q = 1/2 < 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ. Òàê êàê ÷ëåíû ðÿäà
(11.5) íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ðÿäà (11.6), òî ïî ïåð-
âîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ðÿä (11.5) òàêæå ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 11.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

1√
ln 2

+
1√
ln 3

+
1√
ln 4

+ · · ·+ 1√
ln(n+ 1)

+ . . . . (11.7)

Ð å ø å í è å: Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ðÿä

1√
2
+

1√
3
+

1√
4
+ · · ·+ 1√

n+ 1
+ . . . , (11.8)
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êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ. Òàê êàê êàæäûé ÷ëåí ðÿäà (11.7) áîëüøå ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ÷ëåíà ðÿäà (11.8):

lnn < n,
√
lnn <

√
n,

1√
lnn

>
1√
n
,

òî â ñèëó âòîðîãî ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ðÿä (11.7) òàêæå ðàñõîäèòñÿ.
Âî ìíîãèõ ïðèìåðàõ îêàçûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì èñïîëüçîâàòü

åù¼ îäèí ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 11.3. (Ïðèçíàê ¾ïîäîáèÿ¿ ðÿäîâ) Åñëè ñóùåñòâóåò êî-

íå÷íûé è îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðåäåë lim
n→+∞

Un
Vn

= k, òî îáà èññëåäóå-

ìûõ ðÿäà îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ èëè îäíîâðåìåííî ðàñõîäÿòñÿ, ò.å.
âåäóò ñåáÿ ïðè n→ +∞ ïîäîáíûì îáðàçîì. Òàêèå ðÿäû íàçîâåì ¾ïî-
äîáíûìè¿.

Ïðèìåð 11.3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä:

+∞∑
n=1

un = 1 +
1

3
+

1

5
+ · · ·+ 1

2n− 1
+ . . . . (11.9)

Ð å ø å í è å: Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ðÿä ñ n-ûì ÷ëåíîì

vn =
1

n
, î êîòîðîì èçâåñòíî, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ.

lim
n→+∞

un
vn

= lim
n→+∞

1

2n− 1
1

n

=
1

2
̸= 0.

Íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà ¾ïîäîáèÿ¿ îáà ðÿäà âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî è,
ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå ðàñõîäÿòñÿ, ò.å. ðÿä (11.9) ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåíåíèå ïðèçíàêîâ ñðàâíåíèÿ ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäîâ ÷àñòî
áûâàåò çàòðóäíèòåëüíî èç-çà íåîáõîäèìîñòè ñîñòàâëÿòü âñïîìîãàòåëü-
íûé ðÿä. Ïîýòîìó ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïî âèäó ñàìîãî ðÿäà ñóäèòü î åãî ñõîäèìîñòè èëè
ðàñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 11.4. (Ïðèçíàê Äàëàìáåðà 2). Åñëè äëÿ çíàêîïîëîæè-
òåëüíîãî ðÿäà

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . (11.10)

2Æ. Äàëàìáåð(1717�1783) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê.
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ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïîñëåäóþùåãî ÷ëåíà ê ïðåäûäóùåìó
ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè íîìåðà ÷ëåíà n, ò.å.

lim
n→+∞

un+1

un
= ρ, (11.11)

òî ïðè ρ < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè ρ > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü ρ < 1. Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, òàê êàê lim
n→+∞

un+1

un
= ρ, òî íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ïðå-

äåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , çàâèñÿùåå îò ε, ÷òî äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäà, íî-

ìåð êîòîðûõ n > N , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣∣un+1

un
− ρ
∣∣∣ < ε. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî

−ε < un+1

un
− ρ < +ε, èëè ρ− ε <

un+1

un
< ρ+ ε.

Ïîëàãàÿ ρ + ε = q, ïîëó÷èì
un+1

un
< q. Òàê êàê ρ ïî ïðåäïîëîæåíèþ

ìåíüøå åäèíèöû, à ε ïðîèçâîëüíî ìàëî, òî ε ìîæíî âûáðàòü íàñòîëüêî
ìàëûì, ÷òîáû q = ρ+ ε < 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ n > N èìååì:

uN+1

uN
< q,

uN+2

uN+1

< q,
uN+3

uN+2

< q, . . . ,

ò.å.

uN+1 < uNq, uN+2 < uN+1q < uNq
2, uN+3 < uN+2q < uNq

3, . . . .

Ðàññìîòðèì äâà ðÿäà:

uN + uN+1 + uN+2 + uN+3 + . . . , (11.12)

uN + uNq + uNq
2 + uNq

3 + . . . . (11.13)

Ðÿä (11.13) ñõîäèòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì
|q| < 1. Òàê êàê ÷ëåíû ðÿäà (11.12) íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèõ
÷ëåíîâ ðÿäà ( 11.13), òî íà îñíîâàíèè ïåðâîãî ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ðÿä
(11.12) òàêæå ñõîäèòñÿ.

Íî ðÿä (11.12) ïîëó÷àåòñÿ èç äàííîãî ðÿäà (11.10) îòáðàñûâàíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ u1 + u2 + u3 + · · · + uN−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
òåîðåìå 3 ðÿä (11.10) òàêæå ñõîäèòñÿ.

á) Ïóñòü òåïåðü ρ > 1. Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Äåéñòâè-

òåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå lim
n→+∞

un+1

un
= ρ > 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà÷è-

íàÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî



Ëåêöèÿ 11. Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿäû 191

un+1

un
> 1, èëè un+1 > un. Òàêèì îáðàçîì, ÷ëåíû ðÿäà âîçðàñòàþò

ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà ÷ëåíà n. Ïîýòîìó lim
n→+∞

un ̸= 0, ò.å. âûïîëíåí

äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ðàñõîäèìîñòè ðÿäà è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñ-
õîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 11.2. Åñëè lim
n→+∞

un+1

un
= +∞, òî ðÿä òàêæå ðàñõî-

äèòñÿ, òàê êàê è â ýòîì ñëó÷àå
un+1

un
> 1 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

n è, ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→+∞

un ̸= 0.

Çàìå÷àíèå 11.3. Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî, åñëè ðàñõîäèìîñòü
ðÿäà óñòàíîâëåíà ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà, òî îáùèé ÷ëåí
ðÿäà íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Çàìå÷àíèå 11.4. Ïðè ρ = 1 ïðèçíàê Äàëàìáåðà íà âîïðîñ î òîì,
ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ ðÿä, îòâåòà íå äà¼ò. Êàê ïîêàçûâàþò ïðè-
ìåðû, â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò èìåòü ìåñòî êàê ñõîäèìîñòü, òàê è
ðàñõîäèìîñòü.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû èññëåäîâàíèÿ ðÿäîâ íà ñõîäèìîñòü ñ ïîìî-
ùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà.

Ïðèìåð 11.4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

1

3
+

3

32
+

5

33
+

7

34
+ · · ·+ 2n− 1

3n
+ . . . .

Ð å ø å í è å: Íàõîäèì

ρ = lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

[2(n+ 1)− 1

3n+1
:
2n− 1

3n

]
= lim

n−to+∞

3n(2n+ 1)

3n+1(2n− 1)
=

=
1

3
lim

n→+∞

2n+ 1

2n− 1
=

1

3
lim

n→+∞

2 + 1/n

2− 1/n
=

1

3
.

Èòàê, ρ = 1/3 < 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 11.5. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

2

1
+

4

16
+

8

81
+ · · ·+ 2n

n4
+ . . . .

Ð å ø å í è å: Íàõîäèì

ρ = lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

[ 2n+1

(n+ 1)4
:
2n

n4

]
= lim

n−to+∞

2n+1n4

(n+ 1)4 · 2n
=
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= 2 lim
n→+∞

n4

(n+ 1)4
= 2 lim

n→+∞

1

(1 + 1/n)4
= 2.

Òàê êàê ρ = 2 > 1, òî äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 11.6. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì

ðÿäà un =
an

nk
(a > 1, k > 1).

Ð å ø å í è å: Ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà:

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

[
an+1

(n+ 1)k
:
an

nk

]
= lim

n→+∞

an+1 · nk

an · (n+ 1)k
= a.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ a > 1, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ðÿä

un =
an

nk
ðàñõîäèòñÿ, ò.å. ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò áûñòðåå

ñòåïåííîé ñ ðîñòîì àðãóìåíòà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ïðèìåðà ðÿäîâ, äëÿ êîòîðûõ ρ = 1, è ïî-

êàæåì, ÷òî îäèí èç ýòèõ ðÿäîâ ñõîäèòñÿ, à äðóãîé ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 11.7. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

1√
1
+

1√
2
+

1√
3
+ . . .+

1√
n
+ . . . .

Ð å ø å í è å: Íàõîäèì ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà

ρ = lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

( 1√
n+ 1

:
1√
n

)
=

= lim
n→+∞

√
n√

n+ 1
= 1.

Íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà Äàëàìáåðà ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î ñõîäèìîñòè
èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà ìû íå ìîæåì. Îäíàêî, êàê áûëî óêàçàíî ðàíåå,

îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ïðè ρ =
1

2
< 1 ðàñõîäèòñÿ (11.3).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿ-
äà ìîæíî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ¾ðàäèêàëüíîãî¿
ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 11.5. (Ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè 3.) Åñëè äëÿ ðÿäà

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . .

3Î.Êîøè(1789�1857) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê.
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ñóùåñòâóåò lim
n→+∞

n
√
un = q, òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè q < 1 è ðàñ-

õîäèòñÿ ïðè q > 1. Â ñëó÷àå, êîãäà q = 1, âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà
îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ïðèìåð 11.8. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

+∞∑
n=1

un =
+∞∑
n=1

1

2n
·
(
1 +

1

n

)n
.

Ð å ø å í è å: Ïðèìåíèì ïðèçíàê Êîøè.

lim
n→+∞

n
√
un = lim

n→+∞
n

√
1

2n
·
(
1 +

1

n

)n
= lim

n→+∞

[
1

2
·
(
1 +

1

n

)]
=

1

2
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Êîøè äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè çíàêîïîëî-

æèòåëüíûõ ðÿäîâ ñóùåñòâóåò åù¼ îäèí äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñõîäè-
ìîñòè � èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè. Îäíàêî ê åãî èñïîëüçîâàíèþ
ìû ñìîæåì ïðèñòóïèòü òîëüêî ïîñëå èçó÷åíèÿ èíòåãðàëîâ.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 11. Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿäû

Ïðèìåð 11.1. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

+∞∑
n=2

un =
ln 2

2
+

ln 3

3
+ · · ·+ lnn

n
+ · · · .

Ð å ø å í è å: Â êà÷åñòâå äîñòàòî÷íîãî ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè èñ-
ïîëüçóåì ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ èñïîëüçóåì ãàðìîíè÷å-

ñêèé ðÿä ñ vn =
1

n
. Êàæäûé ÷ëåí ðÿäà un áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî

÷ëåíà ðÿäà vn (
lnn

n
>

1

n
). Ïðè n → +∞ ðÿä

+∞∑
n=1

1

n
ðàñõîäèòñÿ, ñëåäî-

âàòåëüíî, ðàñõîäèòñÿ è çàäàííûé ðÿä.

Ïðèìåð 11.2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=0

1

4 · 2n − 3
.
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Ð å ø å í è å: Ñðàâíèì ýòîò ðÿä ñ ðÿäîì
+∞∑
n=0

vn =
+∞∑
n=0

1

2n
, êîòîðûé

ñõîäèòüñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ q =
1

2
. Èñïîëüçóÿ ïðèçíàê

¾ïîäîáèÿ¿ ðÿäîâ:

lim
n→+∞

un
vn

= lim
n→+∞

1

4 · 2n − 3
1

2n

= lim
n→+∞

2n

4 · 2n − 3
= lim

n→+∞

1

4− 3

2n

=
1

4
.

Òàê êàê ïðåäåë êîíå÷åí è îòëè÷åí îò íóëÿ è ðÿä
+∞∑
n=0

1

2n
� åñòü

ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ q =
1

2
, òî è ðÿä

+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=0

1

4 · 2n − 3
òàêæå ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 11.3. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=1

1

2n2 − 3n
.

Ð å ø å í è å: Ñðàâíèì ýòîò ðÿä ñ ðÿäîì
+∞∑
n=1

vn =
+∞∑
n=1

1

n2
, êîòîðûé,

ñîãëàñíî (11.3), ñõîäèòñÿ. Èñïîëüçóÿ ïðèçíàê ¾ïîäîáèÿ¿, áóäåì èìåòü

lim
n→+∞

un
vn

= lim
n→+∞

1

2n2 − 3n
1

n2

=
1

2
̸= 0.

Òàê êàê ïðåäåë êîíå÷åí è îòëè÷åí îò íóëÿ, à ðÿä
+∞∑
n=1

vn =
+∞∑
n=1

1

n2
ñõî-

äèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä
+∞∑
n=1

un =
+∞∑
n=1

1

2n2 − 3n
.

Ïðèìåð 11.4. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

+∞∑
n=1

um =
+∞∑
n=1

sin
1

n
.
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Ð å ø å í è å: Äëÿ ñðàâíåíèÿ âûáèðàåì ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä
+∞∑
n=1

vn =

=
+∞∑
n=1

1

n
. Îïÿòü èñïîëüçóåì ïðèçíàê ¾ïîäîáèÿ¿.

lim
n→+∞

un
vn

= lim
n→+∞

sin
1

n
1

n

= lim
m→ 0

sinm

m
= 1 ̸= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðÿä
+∞∑
n=1

un =
+∞∑
n=1

sin
1

n
ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 11.5. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

+∞∑
n=1

2 · 5 · 8 . . . (3n− 1)

1 · 5 · 9 . . . (4n− 3)
.

Ð å ø å í è å: Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè èñïîëüçóåì ïðèçíàê
Äàëàìáåðà. Çàïèøåì n+ 1 ÷ëåí ðÿäà

un+1 =
2 · 5 · 8 . . . (3n− 1)(3(n+ 1)− 1)

1 · 5 · 9 . . . (4n− 3)(4(n+ 1)− 3)
=

2 · 5 · 8 . . . (3n− 1) · (3n+ 2)

1 · 5 · 9 . . . (4n− 3) · (4n+ 1)
= un

3n+ 2

4n+ 1
.

Âû÷èñëèì lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

3n

4n+ 1
=

3

4
< 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ïðèçíàêó Äàëàìáåðà äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 11.6. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

+∞∑
n=1

n!

en
.

Ð å ø å í è å: Èññëåäóåì ðÿä ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

(n+ 1)!/en+1

n!/en
= lim

n→+∞

(n+ 1)! · en

n! · en+1
=

= lim
n→+∞

n+ 1

e
= +∞ > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà Äàëàìáåðà äàííûé ðÿä ðàñõî-
äèòñÿ.
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Ïðèìåð 11.7. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
+∞∑
n=1

(
n+ 1

2n− 1

)n
.

Ð å ø å í è å: Çäåñü óäîáíî ïðèìåíèòü ïðèçíàê Êîøè.

lim
n→+∞

n
√
un = lim

n→+∞
n

√(
n+ 1

2n− 1

)n
= lim

n→+∞

n+ 1

2n− 1
=

1

2
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Êîøè äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà.

Ïðèìåð 11.8.
+∞∑
n=2

1

lnn
.

Ïðèìåð 11.9.
+∞∑
n=0

2n

5n + 1
.

Ïðèìåð 11.10.
+∞∑
n=2

1

n2 lnn
.

Ïðèìåð 11.11.
+∞∑
n=1

tg
1

n
.

Ïðèìåð 11.12.
+∞∑
n=1

10n

n!
.

Ïðèìåð 11.13.
+∞∑
n=1

n

3n/2
.

Ïðèìåð 11.14.
+∞∑
n=1

(
2n

3n+ 1

)n
.

Ëåêöèÿ 12. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû, ïðèçíàê Ëåéáíèöà, äîñòàòî÷íûé ïðè-
çíàê ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ, àáñîëþòíàÿ è óñëîâ-
íàÿ ñõîäèìîñòü, îñòàòîê ðÿäà è åãî îöåíêà.

12.1. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû
Äî ñèõ ïîð ìû èçó÷àëè òîëüêî ðÿäû, âñå ÷ëåíû êîòîðûõ áûëè îä-

íîãî çíàêà. Òåïåðü ìû ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ðÿäîâ, ñîäåðæàùèõ
êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû. Òàêèå ðÿäû íàçû-
âàþòñÿ çíàêîïåðåìåííûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà ïðèâåäåì ðÿä

1

12
− 1

22
− 1

32
+

1

42
+

1

52
− 1

62
− 1

72
+

1

82
+

1

92
− · · ·+(−1)n(n−1)/2 1

n2
+ . . . .
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Èçó÷åíèå çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ ìû íà÷í¼ì ñ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � òàê
íàçûâàåìûõ çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ, ò. å. ðÿäîâ, â êîòîðûõ çà êàæ-
äûì ïîëîæèòåëüíûì ÷ëåíîì ñëåäóåò îòðèöàòåëüíûé, à çà êàæäûì
îòðèöàòåëüíûì � ïîëîæèòåëüíûé.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç u1, u2, . . . , un, . . . àáñîëþòíûå âåëè÷èíû ÷ëåíîâ
ðÿäà è ñ÷èòàÿ, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ïîëîæèòåëåí, çàïèøåì çíàêî÷åðå-
äóþùèéñÿ ðÿä ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u1 − u2 + u3 − u4 + · · ·+ (−1)n−1un + . . . . (12.1)

Äëÿ çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ èìååò ìåñòî äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê
ñõîäèìîñòè Ëåéáíèöà4.

12.2. Ïðèçíàê Ëåéáíèöà

Òåîðåìà 12.1. Åñëè â çíàêî÷åðåäóþùåìñÿ ðÿäå (12.1) àáñîëþò-
íûå âåëè÷èíû ÷ëåíîâ óáûâàþò:

u1 > u2 > u3 > · · · > un > . . .

è îáùèé ÷ëåí ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ: lim
n→+∞

un = 0, òî ðÿä ñõîäèòñÿ,

ïðè÷¼ì åãî ñóììà ïîëîæèòåëüíà è íå ïðåâîñõîäèò ïåðâîãî ÷ëåíà
ðÿäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ÷¼òíîãî ÷èñëà ÷ëå-
íîâ ðÿäà

S2m = u1 − u2 + u3 − u4 + · · ·+ u2m−1 − u2m.

Ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû ïîïàðíî:

S2m = (u1 − u2) + (u3 − u4) + · · ·+ (u2m−1 − u2m).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ àáñîëþòíûå âåëè÷èíû ÷ëåíîâ ðÿäà óáûâàþò, òî
âñå ðàçíîñòè â ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà S2m

ïîëîæèòåëüíà è âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè m.
Çàïèøåì òåïåðü S2m, ãðóïïèðóÿ ÷ëåíû èíûì îáðàçîì:

u1 − [(u2 − u3) + (u4 − u5) + · · ·+ (u2m−2 − u2m−1) + u2m].

Ñóììà â êâàäðàòíîé ñêîáêå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé. Ïîýòîìó
S2m < u1 äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ m. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷¼òíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì S2m âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì m, îñòàâàÿñü
ïðè ýòîì îãðàíè÷åííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, S2m èìååò ïîëîæèòåëüíûé

4Ã. Ëåéáíèö(1646�1716) � íåìåöêèé ôèëîñîô, ìàòåìàòèê, ôèçèê, ÿçûêîâåä.



198 Ëåêöèÿ 12. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

ïðåäåë lim
m→+∞

S2m = S. Ïðè ýòîì, òàê êàê S2m < u1, òî ÿñíî, ÷òî

0 < S 6 u1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñóììó íå÷¼òíîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ:

S2m+1 = S2m + u2m+1.

Ïðè m→ +∞ èìååì:

lim
m→+∞

S2m+1 = lim
m→+∞

(S2m + u2m+1) = lim
m→+∞

S2m + lim
m→+∞

u2m+1 = S,

òàê êàê ïî óñëîâèþ lim
n→+∞

un = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, lim
m→+∞

u2m+1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íûå ñóììû êàê ÷¼òíîãî, òàê è íå÷¼òíîãî
÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà èìåþò îáùèé ïðåäåë S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîîáùå
lim

n→+∞
Sn = S, ò.å. ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïðè ýòîì, êàê âèäíî èç äîêàçàòåëü-

ñòâà, ñóììà ðÿäà S íå ïðåâîñõîäèò ïåðâîãî ÷ëåíà ðÿäà.

Ïðèìåð 12.1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

1

1 · 22
− 1

2 · 32
+

1

3 · 42
− · · ·+ (−1)n−1 1

n(n+ 1)2
− . . . .

Ð å ø å í è å: Ýòîò ðÿä óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðèçíàêà Ëåéá-
íèöà:

1)
1

1 · 22
>

1

2 · 32
>

1

3 · 42
> · · · > 1

n(n+ 1)2
> . . . ;

2) lim
n→+∞

|un| = lim
n→+∞

1

n(n+ 1)2
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.

12.3. Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ
ðÿäîâ

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ çíàêîïåðåìåííîãî
ðÿäà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðÿäå

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . (12.2)

÷èñëà u1, u2, u3, . . . , un, . . . ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îò-
ðèöàòåëüíûìè.

Äëÿ òàêèõ ðÿäîâ èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 12.2. (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåí-
íîãî ðÿäà). Åñëè äëÿ çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà (12.2)

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . .
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ñõîäèòñÿ ðÿä

|u1|+ |u2|+ |u3|+ · · ·+ |un|+ . . . , (12.3)

ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ, òî äàííûé çíàêî-
ïåðåìåííûé ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ðÿä, ñîñòàâëåííûé
èç ÷ëåíîâ ðÿäîâ (12.2) è (12.3):

u1 + |u1|
2

+
u2 + |u2|

2
+ · · ·+ un + |un|

2
+ . . . .

Èìååì:

ïðè un > 0 : |un| = un è
un + |un|

2
=

|un|+ |un|
2

= |un|;

ïðè un < 0 : |un| = −un è
un + |un|

2
=
un + (−un)

2
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷ëåíû ýòîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ðÿäà ëèáî ðàâíû ÷ëå-
íàì ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (12.3), ëèáî ìåíüøå èõ. Ïîýòîìó îí ñõîäèòñÿ
íà îñíîâàíèè ïåðâîãî ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ.

Óìíîæèâ âñå ÷ëåíû ñõîäÿùåãîñÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ðÿäà íà
1

2
, ïî-

ëó÷èì ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

|u1|
2

+
|u2|
2

+ · · ·+ |un|
2

+ . . . .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä, ÿâëÿþùèéñÿ ðàçíîñòüþ ýòèõ ðÿäîâ:(
u1 + |u1|

2
− |u1|

2

)
+

(
u2 + |u2|

2
− |u2|

2

)
+· · ·+

(
un + |un|

2
− |un|

2

)
+. . . .

Ýòîò ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ.
Íî ðÿä (12.2) ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäíåãî ðÿäà óìíîæåíèåì âñåõ åãî

÷ëåíîâ íà 2:

2 ·
[
un + |un|

2
− |un|

2

]
= 2 · un

2
= un.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ èñõîäíûé ðÿä
(12.2) òàêæå ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 12.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííûé ðÿä:

1

12
− 1

22
− 1

32
+

1

42
+

1

52
− 1

62
− . . . . (12.4)
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Ð å ø å í è å: Ðàññìîòðèì ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ
âåëè÷èí ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà:

1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . . .

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, êàê îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ñ ïîêàçàòå-
ëåì p = 2 > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè äîêàçàííîãî ïðèçíàêà
ñõîäèòñÿ è äàííûé çíàêîïåðåìåííûé ðÿä.

12.4. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü

Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-
íûì, íî íå íåîáõîäèìûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò çíàêîïåðåìåí-
íûå ðÿäû, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ, â òî âðåìÿ êàê ðÿäû, ñîñòàâëåííûå èç
àáñîëþòíûõ âåëè÷èí èõ ÷ëåíîâ, ðàñõîäÿòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ðÿä

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1 · 1

n
+ . . . , (12.5)

êîòîðûé, î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà. Ìåæäó òåì, ðÿä

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n
+ . . . ,

ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà (12.5), ÿâ-
ëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñõîäèòñÿ.

Õîòÿ îáà ðàññìîòðåííûõ âûøå ðÿäà (12.4) è (12.5) ñõîäÿòñÿ, îäíàêî
õàðàêòåð èõ ñõîäèìîñòè ðàçëè÷åí.

Ðÿä (12.4) ñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ðÿäîì, ñîñòàâëåííûì èç àáñî-
ëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ, òîãäà êàê ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþò-
íûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (12.5), ðàñõîäèòñÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Çíàêîïåðåìåííûé ðÿä u1+u2+u3+· · ·+un+. . .
íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä |u1|+ |u2|+
+ |u3| + · · · + |un| + . . . , ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî
÷ëåíîâ.

Íà îñíîâàíèè äîñòàòî÷íîãî ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííî-
ãî ðÿäà âñÿêèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

Îïðåäåëåíèå 12.2. Çíàêîïåðåìåííûé ðÿä u1+u2+u3+· · ·+un+. . .
íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè îí ñõîäèòñÿ, à ðÿä |u1|+ |u2|+
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+ |u3| + · · · + |un| + . . . , ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî
÷ëåíîâ, ðàñõîäèòñÿ.

Âîçâðàùàÿñü ê ðàññìîòðåííûì âûøå ïðèìåðàì, ìîæåì ñêàçàòü,
÷òî ðÿä (12.4) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, à ðÿä (12.5) � óñëîâíî
ñõîäÿùèìñÿ.

Ñðåäè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû çàíè-
ìàþò îñîáîå ìåñòî. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà òàêèå ðÿäû ïåðåíîñÿò-
ñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ñóìì. Îñîáîå çíà÷åíèå èìååò ñâîéñòâî
ïåðåìåñòèòåëüíîñòè, êîòîðûì îáëàäàþò òîëüêî àáñîëþòíî ñõîäÿùèå-
ñÿ ðÿäû.

Ýòî ñâîéñòâî, êîòîðîå ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ôîðìóëè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñóììà àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íå ìåíÿåòñÿ îò ëþáîé ïå-
ðåñòàíîâêè åãî ÷ëåíîâ. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ìîæíî ïåðåìíî-
æàòü.

Íàîáîðîò, â íåàáñîëþòíî ñõîäÿùåìñÿ ðÿäå íåëüçÿ ïåðåñòàâëÿòü
÷ëåíû, òàê êàê â ñëó÷àå èõ ïåðåñòàíîâêè ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñóììà
ðÿäà è äàæå ïîëó÷èòüñÿ ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä.

Ãîâîðÿ î ïåðåñòàíîâêå ÷ëåíîâ, ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ìåíÿåì ìå-
ñòàìè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ, òàê êàê, ïåðåñòàâëÿÿ äâà, òðè,
÷åòûðå èëè ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, ìû, î÷åâèäíî, íå èçìåíèì
ñóììû ðÿäà.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà óñëîâíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä (12.5)

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+

1

9
− . . . ,

ñóììó êîòîðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç S.
Ïåðåñòàâèì ÷ëåíû ýòîãî ðÿäà, ïîìåñòèâ ïîñëå êàæäîãî ïîëîæè-

òåëüíîãî ÷ëåíà äâà îòðèöàòåëüíûõ. Ïîëó÷èì ðÿä

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− 1

10
− 1

12
+

1

7
− . . . . (12.6)

Îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (12.5) ÷åðåç Sn, à ðÿäà (12.6) �
÷åðåç σn. Òîãäà

S2 = 1− 1

2
=

1

2
, S4 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
=

7

12
,

S6 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
=

37

60
, . . . ;

σ3 = 1− 1

2
− 1

4
=

1

4
, σ6 = 1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
=

7

24
,
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σ9 =
7

24
+

1

5
− 1

10
− 1

12
=

37

120
, . . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, σ3 = 0, 5S2, σ6 = 0, 5S4, σ9 = 0, 5S6, . . . è âîîáùå, êàê
ìîæíî ïîêàçàòü, σ3m = 0, 5S2m. Òàê êàê lim

m→+∞
S2m = S, òî lim

m→+∞
σ3m =

= 0, 5 lim
m→+∞

S2m = 0, 5S. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷-

íûõ ñóìì ðÿäà (12.6) ñ íîìåðàìè, êðàòíûìè òðåì, èìååò ñâîèì ïðå-
äåëîì 0, 5S.

Äàëåå, íàõîäèì

lim
m→+∞

σ3m+1 = lim
m→+∞

(
σ3m +

1

2m+ 1

)
= 0, 5S

è

lim
m→+∞

σ3m+2 = lim
m→+∞

(
σ3m +

1

2m+ 1
− 1

4m+ 2

)
= 0, 5S.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî lim
n→+∞

σn ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì çàêîíå

ñòðåìëåíèÿ n ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä (12.6) ñõî-
äèòñÿ. Ïðè ýòîì åãî ñóììà ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó ñóììû ðÿäà (12.5),
èç êîòîðîãî îí ïîëó÷åí ïåðåñòàíîâêîé ÷ëåíîâ.

12.5. Îñòàòîê ðÿäà è åãî îöåíêà

Ðàññìîòðèì ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + un+1 + un+2 + . . . . (12.7)

Êàê èçâåñòíî, åãî ñóììà S ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì Sn = u1+u2+u3+· · ·+un ïðè n→ +∞, ò.å. S = lim

n→+∞
Sn.

Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåíñòâî

S ≈ Sn, (12.8)

òî÷íîñòü êîòîðîãî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì n. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè
ïðèáëèæ¼ííîãî ðàâåíñòâà (12.8) ââåäåì ïîíÿòèå îñòàòêà ñõîäÿùåãîñÿ
ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 12.3. Ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé ðÿäà S è åãî n-é
÷àñòè÷íîé ñóììîé Sn íàçûâàåòñÿ n-ì îñòàòêîì ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
(12.7).
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Îñòàòîê ðÿäà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç rn:

rn = S − Sn. (12.9)

Êàê âèäíî èç ðàâåíñòâà (12.9), îñòàòîê ðÿäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ïîëó÷åííîãî èç äàííîãî ðÿäà îòáðàñûâàíèåì
n åãî ïåðâûõ ÷ëåíîâ:

rn = un+1 + un+2 + · · ·+ un+k + . . . .

Èç îïðåäåëåíèÿ îñòàòêà ðÿäà ÿñíî, ÷òî

lim
n→+∞

rn = 0.

Äåéñòâèòåëüíî,

lim
n→+∞

rn = lim
n→+∞

(S − Sn) = S − lim
n→+∞

Sn = S − S = 0.

Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè çàìåíå ñóììû ðÿäà S åãî ÷àñòè÷íîé
ñóììîé Sn, î÷åâèäíî, ðàâíà ìîäóëþ îñòàòêà ðÿäà:

∆S = |S − Sn| = |rn|. (12.10)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ñóììó ðÿäà ñ òî÷íîñòüþ äî
ε > 0, òî íàäî âçÿòü ñóììó òàêîãî ÷èñëà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |rn| < ε. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
íàõîäèòü îñòàòîê rn òî÷íî ìû íå óìååì. Ïîýòîìó âûÿñíèì, êàê íàéòè
íîìåð îñòàòêà n, ÷òîáû åãî ìîäóëü íå ïðåâîñõîäèë çàäàííîãî ÷èñëà ε.

Òåîðåìà 12.3. (îá îöåíêå îñòàòêà çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà).
Åñëè âñå ÷ëåíû ñõîäÿùåãîñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . (12.11)

íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ äðóãîãî ñõîäÿùåãîñÿ çíà-
êîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà

v1 + v2 + v3 + · · ·+ vn + . . . , (12.12)

òî n-é îñòàòîê ðÿäà (12.11) íå ïðåâîñõîäèò n-ãî îñòàòêà ðÿäà (12.12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì n-å îñòàòêè ðÿäîâ (12.11) è (12.12) ÷å-
ðåç rn è r

′
n:

rn = un+1 + un+2 + . . . ;

r′n = vn+1 + vn+2 + . . . .

Êàæäûé èç ýòèõ îñòàòêîâ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñõîäÿùåãîñÿ çíàêîïî-
ëîæèòåëüíîãî ðÿäà.
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Òàê êàê ïî óñëîâèþ un+1 6 vn+1, un+2 6 vn+2, . . . , òî íà îñíîâà-
íèè ïåðâîãî ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ñóììà ïåðâîãî ðÿäà íå ïðåâîñõîäèò
ñóììû âòîðîãî ðÿäà, ò. å. rn 6 r′n.

Åñëè äàíû äâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäà:

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . , (12.13)

v1 + v2 + v3 + · · ·+ vn + . . . , (12.14)

ïðè÷¼ì ÷ëåíû ðÿäà (12.14) áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ðÿäà (12.13),
òî ðÿä (12.14) íàçûâàåòñÿ ìàæîðèðóþùèì ðÿäîì ïî îòíîøåíèþ ê ðÿ-
äó (12.13).

Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îñòàòîê ìàæîðèðóþùåãî ðÿ-
äà âñåãäà áîëüøå èëè ðàâåí îñòàòêó îñíîâíîãî ðÿäà.

Îáû÷íî â êà÷åñòâå ìàæîðèðóþùåãî ðÿäà áåðóò ðÿä, îñòàòîê êîòî-
ðîãî r′n ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü (íàïðèìåð, ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ).

Òîãäà, ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìå, ìû ëåãêî îöåíèì îñòàòîê
rn äàííîãî ðÿäà.

Ïðèìåð 12.3. Îöåíèòü òðåòèé îñòàòîê ðÿäà

1

2 · 5
+

1

3 · 52
+

1

4 · 53
+ · · ·+ 1

(n+ 1)5n
+ . . .

Ð å ø å í è å: Êàæäûé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî
÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

1

5
+

1

52
+

1

53
+ · · ·+ 1

5n
+ . . . .

ñî çíàìåíàòåëåì q = 1/5. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåòèé îñòàòîê r3 äàííîãî
ðÿäà ìåíüøå òðåòüåãî îñòàòêà r′3 ýòîé ïðîãðåññèè:

r3 < r′3 =
1

54
+

1

55
+

1

56
+ · · ·+ 1

5n
+ · · · = 1/54

1− 1/5
=

1

500
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà äàííîãî ðÿäà îòëè÷àåòñÿ îò ñóììû åãî òð¼õ

ïåðâûõ ÷ëåíîâ ìåíüøå, ÷åì íà
1

500
.

Òåîðåìà 12.4. (îá îöåíêå îñòàòêà çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà). Ïóñòü
äàí àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ çíàêîïåðåìåííûé ðÿä

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . . (12.15)
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Òîãäà àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà åãî n-ãî îñòàòêà íå ïðåâîñõîäèò n-ãî
îñòàòêà ðÿäà, ñîñòàâëåííîãî èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ äàííîãî
ðÿäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çíàêîïåðåìåííûé ðÿä (12.15) ñõîäèòñÿ àá-
ñîëþòíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñõîäèòñÿ è ðÿä

|u1|+ |u2|+ |u3|+ · · ·+ |un|+ . . . (12.16)

Ðàññìîòðèì n-å îñòàòêè ðÿäîâ (12.15) è (12.16):

rn = un+1 + un+2 + un+3 + . . . ; r′n = |un+1|+ |un+2|+ |un+3| . . . .

Ïðè ëþáîì p èìååì:

|un+1 + un+2 + · · ·+ un+p| 6 |un+1|+ |un+2|+ · · ·+ |un+p|.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè p→ +∞, ïîëó÷èì

lim
p→+∞

|un+1 + un+2 + · · ·+ un+p| 6 lim
p→+∞

|un+1|+ |un+2|+ · · ·+ |un+p|,

èëè |rn| 6 r′n|, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 12.4. Îöåíèòü òðåòèé îñòàòîê r3 ðÿäà

sin 1

2
+

sin 2

22
+

sin 3

23
+ · · ·+ sinn

2n
+ . . . .

Ð å ø å í è å: Äàííûé ðÿä � çíàêîïåðåìåííûé, òàê êàê, íàïðèìåð,

sin 1 > 0, sin 2 > 0, sin 3 > 0, sin 4 < 0, sin 5 < 0, sin 6 < 0, sin 7 > 0, . . . .

Ðàññìîòðèì ðÿä∣∣∣∣sin 12
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣sin 222

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣sin 323

∣∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣∣sinn2n

∣∣∣∣+ . . . .

Òàê êàê

∣∣∣∣sinn2n

∣∣∣∣ 6 1

2n
, òî åãî ÷ëåíû íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2n
+ . . . .

Ïîýòîìó äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Îáîçíà÷èì îñòàòêè äàííîãî ðÿäà, ñîñòàâëåííîãî èç àáñîëþòíûõ

âåëè÷èí, è ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç r3, r
′
3, r

′′
3 ,
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ãäå |r3| < r′3 < r′′3 . Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì îöåíêó òðåòüåãî îñòàòêà
äàííîãî ðÿäà:

|r3| < r′′3 =
1

24
+

1

25
+

1

26
+ · · ·+ 1

2n
+ · · · = 1/24

1− 1/2
=

1

8
.

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 12.1 (îá îöåíêå îñòàòêà çíàêî÷åðåäóþùå-
ãîñÿ ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà). Åñëè çíàêî÷åðåäóþ-
ùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, òî åãî îñòàòîê ïî àá-
ñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò ìîäóëÿ ïåðâîãî èç îòáðîøåííûõ
÷ëåíîâ ðÿäà.

Ïðèìåð 12.5. Âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01 ñóììó ðÿäà

1

1!
− 1

3!
+

1

5!
− · · ·+ (−1)n−1 1

(2n− 1)!
+ . . . .

Ð å ø å í è å: Äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, ïîýòîìó

∆S = |S − Sn| = |rn| 6 un+1.

Òàê êàê ñóììà ðÿäà äîëæíà áûòü âû÷èñëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01, òî
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |rn| 6 un+1 6 0, 01, èëè

1

(2n+ 1)!
6 0, 01.

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ n=2. Òàêèì îáðàçîì,

S ≈ S2 =
1

1!
− 1

3!
≈ 1− 0, 17 = 0, 83.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 12. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

Ïðèìåð 12.1. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà

1− 1

2
− 1

22
+

1

23
− 1

24
− 1

25
+ · · · .

Ð å ø å í è å: Ñîñòàâèì ðÿä èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ äàííîãî
ðÿäà

1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+

1

24
+

1

25
+ · · · .

Ïîëó÷åííûé ðÿä � áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðî-

ãðåññèÿ ñ îñíîâàíèåì q =
1

2
< 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïî

ïðèçíàêó ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä èç
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ìîäóëåé ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà, òî ñõîäèòñÿ è ñàì çíàêîïåðåìåííûé
ðÿä, ïðè÷¼ì ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïðèìåð 12.2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà
+∞∑
n=1

(−1)n+1

5n+ 6
.

Ð å ø å í è å: Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû èññëåäóþòñÿ íà ñõîäè-
ìîñòü ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, êîòîðûé äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà òðåáóåò
âûïîëíåíèÿ äâóõ óñëîâèé:

• 1) lim
n→+∞

|un| = 0 äëÿ äàííîãî ðÿäà lim
n→+∞

1

5n+ 6
= 0,

• 2) |un| > |un+1| äëÿ äàííîãî ðÿäà
1

11
>

1

16
>

1

21
> · · · .

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà âûïîëíÿþòñÿ è ðÿä
ñõîäèòñÿ. Ñ ó÷¼òîì, òîãî, ÷òî ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ

èñõîäíîãî çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà un =
1

5n+ 6
, ðàñõîäèòñÿ, çíàêî-

÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä un =
(−1)n+1

5n+ 6
ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Ïðèìåð 12.3. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà
+∞∑
n=1

(−1)n−1 · n
10n+ 9

.

Ð å ø å í è å: Äëÿ äàííîãî ðÿäà íå âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå

ïðèçíàêà Ëåéáíèöà lim
n→+∞

|un| = 0. Äåéñòâèòåëüíî, lim
n→+∞

n

10n+ 9
=

=
1

10
̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 12.4. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà
+∞∑
n=1

(−1)n+1 3 · 5 · 7...(2n+ 1)

2 · 5 · 8...(3n− 1)
.

Ð å ø å í è å: Èññëåäóåì ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä, ñîñòàâëåííûé
èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ äàííîãî çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà.

lim
n→+∞

|un+1|
|un|

= lim
n→+∞

3 · 5 · 7...(2n+ 1) · (2n+ 3)

2 · 5 · 8...(3n− 1) · (3n+ 2)

3 · 5 · 7...(2n+ 1)

2 · 5 · 8...(3n− 1)

= lim
n→+∞

2n+ 3

3n+ 2
=

2

3
< 1.
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Ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä èç ìîäóëåé ñõîäèòñÿ. Çíà÷èò, ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî äàííûé çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä.

Ïðèìåð 12.5. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà

+∞∑
n=1

sinnα

(ln 10)n
.

Ð å ø å í è å: Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ n ôóíêöèÿ sinnα � ôóíêöèÿ
îãðàíè÷åííàÿ | sinnα| 6 1, ïîýòîìó ÷ëåíû äàííîãî ðÿäà áóäóò ìåíü-

øå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ðÿäà vn =
1

(ln 10)n
, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïî

ïðèçíàêó Êîøè:

lim
n→+∞

n
√
vn = lim

n→+∞
n

√
1

(ln 10)n
= lim

n→+∞

1

ln 10
=

1

ln 10
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ ñõî-
äèòñÿ èññëåäóåìûé ðÿä, ïðè÷åì ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïðèìåð 12.6. Ñêîëüêî ÷ëåíîâ ðÿäà
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
íåîáõîäèìî âçÿòü,

÷òîáû âû÷èñëèòü åãî ñóììó ñ òî÷íîñòüþ äî 0,001?

Ð å ø å í è å: Ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà äàííûé çíàêî÷åðåäóþùèé-
ñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ïî òåîðåìå îá îöåíêå îñòàòêà ñõîäÿùåãîñÿ
çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà: △S = |S − Sn| = |rn| 6 |un+1| 6 0, 001 èëè

|un+1| =
1

n+ 1
6 0, 001 =

1

1000
⇒ n+ 1 > 1000 ⇒ n > 999.

Îòâåò: n=999.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ

Ïðèìåð 12.7. 1− 1

24
− 1

34
+

1

44
− 1

54
− 1

64
+ · · · .

Ïðèìåð 12.8.
+∞∑
n=1

(−1)n+1

ln(n+ 1)
.

Ïðèìåð 12.9.
+∞∑
n=1

(−1)n+1 · (n+ 1)

(n3 + 1)
.
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Ïðèìåð 12.10.
+∞∑
n=1

(−1)n
(
3n+ 1

2n+ 1

)n
.

Ïðèìåð 12.11.
+∞∑
n=1

(−1)n
1 · 4 · 7...(3n− 2)

7 · 9 · 11...(2n+ 5)
.

Ïðèìåð 12.12.
+∞∑
n=1

(−1)n+1

(
1 +

1

10n

)
.

Ïðèìåð 12.13.
+∞∑
n=1

(−1)nn2−n.

Ïðèìåð 12.14. Ñêîëüêî ÷ëåíîâ ðÿäà
+∞∑
n=1

n

(2n+ 1) · 5n
íóæíî âçÿòü,

÷òîáû âû÷èñëèòü åãî ñóììó ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01?

Ïðèìåð 12.15.
+∞∑
n=1

cos 5n

5n + 1
.
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Ïðèìåð 17.14. lim
x→1

lnx ln(x− 1).

Ïðèìåð 17.15. lim
x→+∞

x1/x.

Ïðèìåð 17.16. lim
x→1

(1− x) tg
πx

2
.

Ëåêöèÿ 18.Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Ïðàâèëüíî ñõîäÿ-
ùèåñÿ ðÿäû è èõ ñâîéñòâà. Ñòåïåííûå ðÿäû.

18.1. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

Ðàíåå ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ðÿäàìè, ÷ëåíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
÷èñëà. Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä

u1(x) + u2(x) + ...+ un(x) + ... =
+∞∑
n=1

un(x). (18.1)

Îïðåäåëåíèå 18.1. Ðÿä (18.1), ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèè, îïðåäåë¼ííûå â íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà x, íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì.

Åñëè â ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âìåñòî x ïîäñòàâèòü íåêîòîðîå çíà-
÷åíèå x0 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âñåõ åãî ôóíêöèé, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñ-
ëîâîé ðÿä.

Îïðåäåëåíèå 18.2. Òî÷êà x = x0, ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîé â
(18.1) ïîëó÷èòñÿ ñõîäÿùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñõî-
äèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (18.1).

Îïðåäåëåíèå 18.3. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ñõîäèìîñòè ôóíê-
öèîíàëüíîãî ðÿäà íàçûâàåòñÿ åãî îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè.

×àñòè÷íàÿ ñóììà ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, ò.å. ñóììà ïåðâûõ n åãî
÷ëåíîâ

Sn(x) =
n∑
k=1

uk(x) = u1(x) + u2(x) + ...+ un(x) (18.2)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåíîé x, îïðåäåë¼ííîé â îáëàñòè ñõîäèìîñòè
ðÿäà.
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Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëü-
íîãî ðÿäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò
ïðåäåë Sn(x) ïðè n → +∞. Â òî÷êàõ æå, íå ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè
ñõîäèìîñòè, Sn(x) íå èìååò ïðåäåëà.

Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ è èìååò ñóììó S(x), òî ðàç-
íîñòü S(x)−Sn(x), êàê è äëÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà, íàçûâàåòñÿ n-ì îñòàòêîì

ðÿäà è îáîçíà÷àåòñÿ rn(x) =
+∞∑

k=n+1

uk(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî äîëæåí áûòü âûïîëíåí íåîá-
õîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè, ò.å.

lim
n→+∞

un(x) = 0 (18.3)

âî âñåõ òî÷êàõ ñõîäèìîñòè ðÿäà, ãäå òàêæå

lim
n→+∞

rn(x) = 0. (18.4)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà îáû÷íî
ñíà÷àëà èñïîëüçóþò ïðèçíàê Äàëàìáåðà (òåîðåìà 11.4), ïðèìåíÿåìûé
ê ðÿäó, ñîñòàâëåííîìó èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ðÿäà (18.1):

lim
n→+∞

∣∣∣un+1(x)

un(x)

∣∣∣ < 1. (18.5)

Âñå òî÷êè x, óäîâëåòâîðÿþùèå (18.5), âõîäÿò â îáëàñòü ñõîäèìîñòè
ðÿäà.

Èç ïðèçíàêà Äàëàìáåðà ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ïðåäåë ïî-
ñëåäóþùåãî ÷ëåíà ðÿäà ê ïðåäûäóùåìó ðàâåí åäèíèöå, ðÿä ìîæåò
ñõîäèòüñÿ èëè ðàñõîäèòüñÿ. Ïîýòîìó â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ïðîìåæóò-
êà, òî÷êè êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò (18.5), ðÿä òàêæå ìîæåò ñõîäèòüñÿ,
òàê êàê â íèõ

lim
n→+∞

∣∣∣un+1(x)

un(x)

∣∣∣ = 1. (18.6)

Âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà â òî÷êàõ óäîâëåòâîðÿþùèõ (18.6), ðå-
øàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé èõ çíà÷åíèé â ðÿä (18.1).

Ïðèìåð 18.1. Îïðåäåëèòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî
ðÿäà

+∞∑
n=1

1

n(x+ 3)n
.
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Ð å ø å í è å:

un =
1

n(x+ 3)n
, un+1 =

1

(n+ 1)(x+ 3)n+1
.

lim
n→+∞

∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣ n(x+ 3)n

(n+ 1)(x+ 3)n+1

∣∣∣ = lim
n→+∞

1

|x+ 3|
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, |x+ 3| > 1 ⇒ x > −2 è x < −4.
Ïðîâåðèì ñõîäèìîñòü ðÿäà â òî÷êàõ x = −2 è x = −4 :

• x = −2 :
+∞∑
n=1

1

n(x+ 3)n
=

+∞∑
n=1

1

n
� ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä, ðàñõî-

äèòñÿ;

• x = −4 :
+∞∑
n=1

1

n(x+ 3)n
=

+∞∑
n=1

1

n(−1)n
� çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ

ðÿä, ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, íî ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òàê
êàê ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí äàííîãî ðÿäà,

+∞∑
n=1

1

n
,

ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
+∞∑
n=1

1

n(x+ 3)n
ñîñòîèò èç âñåõ

òî÷åê x ∈ (−∞,−4] ∪ (−2,+∞).

Ïðèìåð 18.2. Îïðåäåëèòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
+∞∑
n=1

n 3
√
cosn x.

Ð å ø å í è å: un = n 3
√
cosn x, un+1 = (n+ 1)

3
√
cosn+1 x;

lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣∣(n+ 1)
3
√
cosn+1 x

n 3
√
cosn x

∣∣∣∣∣ = lim
n→+∞

| 3
√
cosx| .

Ýòîò ïðåäåë ìåíüøå åäèíèöû ïðè âñåõ x, êðîìå xk = kπ,
k = 0,±1, .. .. Ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ k ïîëó÷àòñÿ ðÿäû:

• ïðè ÷¼òíîì k:
+∞∑
k=1

n 3
√
cosn xk = 1 + 2 + 3 + ...,

• ïðè íå÷¼òíîì k:
+∞∑
k=1

n 3
√
cosn xk = −1+2−3+ ...+(−1)nn+ ... .
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Îáà ðÿäà ðàñõîäÿòñÿ, ò.ê. íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõî-

äèìîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðÿäà
+∞∑
n=1

n 3
√
cosn x ÿâ-

ëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü, êðîìå òî÷åê xk = kπ, k = 0,±1, ....

Ïðèìåð 18.3. Îïðåäåëèòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
+∞∑
n=0

1

3n+ 2

(
5− x

8x− 3

)n
.

Ð å ø å í è å: Â îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà âõîäÿò
òî÷êè, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (18.7).

lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ < 1. (18.7)

Â íàøåì ñëó÷àå

un(x) =
1

3n+ 2

(
5− x

8x− 3

)n
, un+1 =

1

3n+ 5

(
5− x

8x− 3

)n+1

lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

3n+ 2

3n+ 5

∣∣∣∣ 5− x

8x− 3

∣∣∣∣ < 1.

Òàê êàê

lim
n→+∞

3n+ 2

3n+ 5
= 1,

òî îáëàñòü ñõîäèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì∣∣∣∣ 5− x

8x− 3

∣∣∣∣ < 1 èëè ñèñòåìîé − 1 <
5− x

8x− 3
< 1.

Ðåøàåì ñèñòåìó:
5− x

8x− 3
> −1,

5− x

8x− 3
< 1.

⇒


5− x

8x− 3
+ 1 > 0,

5− x

8x− 3
− 1 < 0.

⇒


7x+ 2

8x− 3
> 0,

9x− 8

8x− 3
> 0.

Ìåòîäîì èíòåðâàëîâ îïðåäåëÿåì, ÷òî ýòîé ñèñòåìå óäîâëåòâîðÿþò

òî÷êè x ∈
(
−∞,−2

7

)∪(8

9
,+∞

)
. Èññëåäóåì äîïîëíèòåëüíî ñõîäè-

ìîñòü ðÿäà â òî÷êàõ, ãäå ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïîñëåäóþùåãî ÷ëåíà ðÿäà
ê ïðåäûäóùåìó ðàâåí åäèíèöå:
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• x =
8

9
⇒

+∞∑
n=0

1

3n+ 2
. Ñðàâíèâ ýòîò ðÿä ñ ãàðìîíè÷åñêèì,

ïîëó÷èì, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ;

• x = −2

7
⇒

+∞∑
n=0

(−1)n

3n+ 2
⇒ ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà.

ßñíî, ÷òî â ýòîé òî÷êå ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Èòàê, îêîí÷àòåëüíî îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà

x ∈
(
−∞,−2

7

]∪(
8

9
,+∞

)

18.2. Ïðàâèëüíî ñõîäÿùèåñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû
è èõ ñâîéñòâà

Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé åñòü
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ, è ïðîèçâîäíàÿ ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíê-
öèé ðàâíà ñóììå ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ôóíêöèé. Ôóíêöèîíàëüíûå æå
ðÿäû ñîäåðæàò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ è óêàçàííûå ñâîéñòâà
íå âñåãäà ñïðàâåäëèâû è äëÿ íèõ.

Îïðåäåëåíèå 18.4. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (18.1) íàçûâàåòñÿ ïðà-
âèëüíî ñõîäÿùèìñÿ â îáëàñòè D, ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè åãî ñõîäè-
ìîñòè, åñëè â ëþáîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè âñå ÷ëåíû ðÿäà íå ïðåâîñõî-
äÿò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ
çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà.

Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ ïðàâèëüíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä íàçûâàåòñÿ ìà-
æîðèðóåìûì, à ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëîâîé ðÿä, ñ êîòîðûì îí ñðàâ-
íèâàåòñÿ, ìàæîðèðóþùèì. Â áîëåå ïîäðîáíûõ êóðñàõ ââîäÿò îïðå-
äåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, íà êîòîðîì â íàøèõ ëåêöèÿõ ìû
îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òðè òåîðåìû
äëÿ ïðàâèëüíî ñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ, îïðåäåëÿþùèõ èõ
ñâîéñòâà, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü â íà÷àëå ýòîãî ïóíêòà.

Òåîðåìà 18.1. Âñÿêèé ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä, ïðàâèëüíî ñõîäÿùèé-
ñÿ â îáëàñòè D, ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ëþáîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè.

Ïðèìåð 18.4. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä
+∞∑
n=1

sinnx

n2
àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ

ïðè ëþáîì x ∈ (−∞,+∞).
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Ð å ø å í è å: Äåéñòâèòåëüíî,
∣∣ sinnx

n2

∣∣ 6 1
n2 ïðè ëþáûõ x, à ñëå-

äîâàòåëüíî, ÷ëåíû äàííîãî ðÿäà íå ïðåâûøàþò ïî ìîäóëþ ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ÷ëåíû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
+∞∑
n=1

1

n2
, òîãäà ïî òåîðåìå 18.1 ðÿä

+∞∑
n=1

sinnx

n2
ñõîäèòñÿ ïðàâèëüíî è àáñîëþòíî ïðè ëþáûõ x.

Òåîðåìà 18.2. Åñëè ðÿä èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïðàâèëüíî ñõî-
äèòñÿ â îáëàñòè D, òî åãî ñóììà åñòü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ â ýòîé
îáëàñòè.

Òåîðåìà 18.3. Åñëè ðÿä (18.1), ñîñòàâëåííûé èç ôóíêöèé, èìå-
þùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D è åãî ñóììà
ðàâíà S(x), à ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ åãî ÷ëåíîâ ñõîäèòñÿ â ýòîé îáëà-
ñòè ïðàâèëüíî, òî ïðîèçâîäíàÿ ñóììû ðÿäà S ′(x) ðàâíà ñóììå ðÿäà,
ñîñòàâëåííîãî èç ïðîèçâîäíûõ åãî ÷ëåíîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî òàêîé
ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü â îáëàñòè D.

Èç ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ ìû ðàññìîòðèì ëèøü ñòåïåííûå ðÿäû,
à â äàëüíåéøåì (â òðåòüåì ñåìåñòðå) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû.

18.3. Ñòåïåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 18.5. Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëü-
íûé ðÿä

+∞∑
n=0

an(x− x0)
n = a0 + a1(x− x0) + ...+ an(x− x0)

n + ..., (18.8)

÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïîñòîÿííûõ a0, a1,. . . , an
íà ðàçíîñòü (x−x0) â ñîîòâåòñòâóþùèõ öåëûõ ñòåïåíÿõ n. Ïîñòî-
ÿííûå a1, . . . , an, . . . íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåííîãî ðÿäà.

Åñëè x0 = 0, ñòåïåííîé ðÿä (18.8) ïðèìåò âèä

+∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ ...+ anx

n + ..., (18.9)

êîòîðûé ìû ïðåæäå âñåãî è ðàññìîòðèì.
Îïðåäåëèì îáëàñòü ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

çíàêîïîëîæèòåëüíûé ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëå-
íîâ ðÿäà (18.9) è ïðèìåíèì ê íåìó äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè
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1 2 3

-R 0 R

1 � îáëàñòü, ãäå ðÿä ðàñõîäèòñÿ;
2 � îáëàñòü, ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ;
3 � îáëàñòü, ãäå ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ðèñ. 103. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

Äàëàìáåðà (18.5).

lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣∣ = |x| lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1.

Îòêóäà

|x| < lim
n→+∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ = R. (18.10)

Îïðåäåëåíèå 18.6. ×èñëî R = lim
n→+∞

∣∣ an
an+1

∣∣ íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì
ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (18.9), ïðè âñåõ |x| < R ðÿä àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ, ïðè |x| > R � ðàñõîäèòñÿ. Èíòåðâàë (−R;R) íàçûâàåòñÿ
èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè ðÿäà (18.9).

Â òî÷êàõ x = ±R ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü ðÿäà óñòàíàâëè-
âàåòñÿ ïðîâåðêîé ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè â (18.9) x = −R è x = R. Îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî
ðÿäà (18.9) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (−R;R), ê êîòîðîìó, â çàâèñèìîñòè îò
êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ, ìîãóò áûòü äîáàâëåíû îäèí èëè îáà êîíöà îò-
ðåçêà [−R;R] (ðèñ. 103). Â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (−R;R) ðÿä (18.9)
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Î÷åâèäíî, ëþáîé ñòåïåííîé ðÿä âèäà (18.9) ñõîäèòñÿ ïðè x = 0.
Åñëè äðóãèõ òî÷åê ñõîäèìîñòè íåò, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = 0. Åñëè
æå ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ x ∈ (−∞; +∞), òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = +∞.

Ïðèìåð 18.5. Îïðåäåëèòü ðàäèóñ, èíòåðâàë è îáëàñòü ñõîäèìî-

ñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
+∞∑
n=1

xn√
n
.
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Ð å ø å í è å: un =
xn√
n
, un+1 =

xn+1

√
n+ 1

; an =
1√
n
, an+1 =

1√
n+ 1

;

R = lim
n→+∞

∣∣ an
an+1

∣∣ = lim
n→+∞

√
n+ 1√
n

= 1.

Èíòåðâàë ñõîäèìîñòè (−1; 1).
Ïðîâåðÿåì ãðàíè÷íûå òî÷êè:

• x = 1:
+∞∑
n=1

xn√
n

=
+∞∑
n=1

1√
n
� îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

+∞∑
n=1

1

nα
, ïðè α 6 1 � ðàñõîäèòñÿ;

• x = −1:
+∞∑
n=1

xn√
n
=

+∞∑
n=1

(−1)n√
n

� çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä óñëîâ-

íî ñõîäèòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà [−1; 1).

Ïðèìåð 18.6. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
+∞∑
n=1

xn

n!
.

Ð å ø å í è å: an =
1

n!
; an+1 =

1

(n+ 1)!
; R = lim

n→+∞

an
an+1

=

lim
n→+∞

(n+ 1)!

n!
=

= lim
n→+∞

(n+ 1) = +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà x ∈ (−∞; +∞).
Ïðè îïðåäåëåíèå ðàäèóñà ñõîäèìîñòè â ýòîì ïðèìåðå èñïîëüçîâàíî

ñîîòíîøåíèå (n+ 1)! = n!(n+ 1).
Äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ìîæåò áûòü äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 18.4. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä (18.9) èìååò èíòåðâàë ñõî-
äèìîñòè (−R;R), à r < R ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òî-
ãäà ðÿä (18.9) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ñõîäÿùèìñÿ íà îòðåçêå [−r; r]. Ïî
ñâîéñòâó ïðàâèëüíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ:

• Ñòåïåííîé ðÿä (18.9) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå èí-
òåðâàëà ñõîäèìîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåííûå ðÿäû ìîæ-
íî ïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü (êàê ìíîãî÷ëåíû). Ïðè
ýòîì èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà
áóäåò ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, â êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ ñêëàäû-
âàåìûå èëè ïåðåìíîæàåìûå ðÿäû.

• Ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà (18.9) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèåé â êàæäîé òî÷êå åãî èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.
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• Ñòåïåííîé ðÿä (18.9) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü â
ëþáîé òî÷êå åãî èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (18.8) òàêæå
ðàâåí

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ ,
îäíàêî èíòåðâàë ñõîäèìîñòè áóäåò

(x0 −R;x0 +R), (18.11)

ò.ê. ïðèìåíèâ ê ðÿäó (18.8) ïðèçíàê Äàëàìáåðà, ïîëó÷èì

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1(x− x0)
n+1

an(x− x0)n

∣∣∣∣ = |x− x0| lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (18.8) ñõîäèòñÿ â èíòåðâàëå

|x− x0| < lim
n→+∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = R. (18.12)

Â òî÷êàõ x = x0 −R è x = x0 +R ñõîäèìîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê
æå, êàê è äëÿ ðÿäà (18.9) â òî÷êàõ x = −R è x = R.

Ïðèìåð 18.7. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
+∞∑
n=0

(x− 3)n

4n
.

Ð å ø å í è å:

an =
1

4n
, an+1 =

1

4n+1
; R = lim

n→+∞

∣∣ an
an+1

∣∣ = lim
n→+∞

4n+1

4n
= 4.

Èíòåðâàë ñõîäèìîñòè |x− 3| < 4 èëè x ∈ (−1; 7).
Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûå òî÷êè x = 7 è x = −1 :

• x = 7:
+∞∑
n=0

(x− 3)n

4n
=

+∞∑
n=1

4n

4n
= 1 + 1 + . . .+ 1 + . . .;

• x = −1:
+∞∑
n=1

(x− 3)n

4n
=

+∞∑
n=0

(−1)n4n

4n
= 1− 1 + 1− 1 . . . .

Îáà ðÿäà ðàñõîäÿòñÿ, ò.ê. ïðåäåë un íå ðàâåí íóëþ. Îáëàñòü ñõî-
äèìîñòè ñîâïàäàåò ñ èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè x ∈ (−1; 7).
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b) lim
x→+0

(
ctg 2x

) 1
lnx
.

Ëåêöèÿ 19.Ôîðìóëà è ðÿä Òåéëîðà

Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà.Ôîðìóëà Òåéëîðà. Ðÿä Òåéëîðà. Ôîðìóëû
è ðÿäû Òåéëîðà äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è èñ-
ïîëüçîâàíèå èõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ è â ïðèáëèæ¼ííûõ
âû÷èñëåíèÿõ.

Ôîðìóëà è ðÿä Òåéëîðà9 îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó âàæíåéøèõ ïîíÿòèé
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îíè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ìàòåìàòèêå.
Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ñåìåñòðå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èõ ïðè èññëåäî-
âàíèè ôóíêöèé, ïðèáëèæ¼ííîì âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèé, ÷èñ-
ëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé è îöåíêå âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì îøèáîê.

19.1. Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîì
èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0. Ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m < n

Pm(x) = C0 + C1(x− x0) + C2(x− x0)
2 + · · ·+ Cm(x− x0)

m = (19.1)

=
m∑
k=0

Ck(x− x0)
k,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà è åãî m ïðîèçâîäíûõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíè-
ÿìè ôóíêöèè y = f(x) è å¼ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x0.

Pm(x0) = C0 = f(x0),
P ′
m(x0) = C1 = f ′(x0),
P ′′
m(x0) = 2 · 1 · C2 = f ′′(x0),
P ′′′
m (x0) = 3 · 2 · 1 · C3 = f ′′′(x0),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P
(k)
m (x0) = k · (k − 1)...2 · 1 · Ck = f (k)(x0),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P
(m)
m (x0) = m · (m− 1)...2 · 1 · Cm = f (m)(x0).

(19.2)

9Á. Òåéëîð(1685�1731) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê.
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×ëåíû â ïðîèçâîäíûõ îò ìíîãî÷ëåíà (19.1), ñîäåðæàùèå ìíîæè-
òåëü (x− x0) â òî÷êå x0, ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà âûøå m
îò ìíîãî÷ëåíà m-é ñòåïåíè òàêæå ðàâíû íóëþ. Èç (19.2) èìååì

Ck =
f (k)(x0)

k!
, k = 0, 1, . . . ,m. (19.3)

Â (19.3) ïîëîæåíî 0! = 1, f (0)(x0) = f(x0).
Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé ìíîãî÷ëåí (19.1) ñ êîýôôèöèåíòàìè Ck,

îïðåäåëÿåìûìè ïî ôîðìóëå (19.3), áóäåò

Pm(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (m)(x0)

m!
(x− x0)

m = (19.4)

=
m∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k.

Îïðåäåëåíèå 19.1. Ìíîãî÷ëåí (19.4) íàçûâàåòñÿ m-ì ìíîãî÷ëå-
íîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) ïî ñòåïåíÿì (x− x0).

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè m,
òî çàïèñü åå â âèäå (19.4) âñåãäà âîçìîæíà è îçíà÷àåò ëèøü ïðåäñòàâ-
ëåíèå äàííîãî ìíîãî÷ëåíà ïî ñòåïåíÿì ðàçíîñòè (x− x0).

Ïðèìåð 19.1. Ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ f(x) = x2 â âèäå ìíîãî÷ëåíà
Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì (x− 3).

Ð å ø å í è å: Èìååì f(3) = 9, f ′(3) = 6, f ′′(3) = 2. Âñå ïðîèçâîä-
íûå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà îò f(x) = x2 ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ïðè x0 = 3 äëÿ f(x) = x2 èìååò âèä

P2(x) = 9 + 6(x− 3) + (x− 3)2.

Ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, î÷åâèäíî, ïîëó÷èì äàí-
íóþ ôóíêöèþ f(x) = x2.

Ïðèìåð 19.2. Ïóñòü f(x) = (a+ x)m è x0 = 0.

Òîãäà ïî (19.4)

Pm(x) =
m∑
k=0

((a+ x)m)
(k)
x=0

k!
xk = (a+ x)m,

ãäå
((a+ x)m)(k) = m(m− 1) . . . (m− k + 1)(a+ x)m−k

x=0 =
= m(m− 1) . . . (m− k + 1) am−k
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åñòü k-ÿ ïðîèçâîäíàÿ îò (a+x)m â òî÷êå x = 0. Ïîëîæèâ òåïåðü x = b,
ïîëó÷èì ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà:

(a+b)m =
m∑
k=0

m(m− 1) . . . (m− k + 1)

k!
am−kbk = am+mam−1b+ (19.5)

+ · · ·+ m(m− 1) . . . (m− k + 1)

k!
am−kbk + · · ·+mabm−1 + bm,

êîòîðóþ ìû èñïîëüçîâàëè â ëåêöèè 6 ïðè âûâîäå ïðåäåëà

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n
= e.

19.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, å¼ âñåãäà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x) = Pm(x) +Rm(x) =
m∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +Rm(x). (19.6)

Îïðåäåëåíèå 19.2. Ôîðìóëà (19.6) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëî-
ðà äëÿ ôóíêöèè f(x), à Rm(x) íàçûâàåòñÿ m-ì îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì
ôîðìóëû Òåéëîðà è îïðåäåëÿåò îòëè÷èå f(x) îò ìíîãî÷ëåíà Òåéëîðà
(19.4).

Áóäåì èñêàòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí â âèäå, ïîäîáíîì m+ 1-ìó ÷ëåíó

Rm(x) =
(x− x0)

m+1

(m+ 1)!
Q(x), (19.7)

ãäå ôóíêöèÿ Q(x) íåèçâåñòíà. Âûðàçèì å¼ ÷åðåç f (m+1)(x).
Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí Pm(x) îïðåäåëåí íà îñíîâàíèè (19.2), òî èç

(19.6) ïîëó÷àåì

Rm(x0) = R′
m(x0) = · · · = R

(m)
m (x0) = 0, R

(m+1)
m (x) = f (m+1)(x),

ò.ê. P
(m+1)
m (x) = 0. Îáîçíà÷èì φ(x) = (x− x0)

m+1. Î÷åâèäíî, ÷òî

φ(x0) = φ′(x0) = · · · = φ(m)(x0) = 0, φ(m+1)(x) = (m+ 1)!.

Ôóíêöèè Rm(x) è φ(x) íà îòðåçêå [x0, x] óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëî-
âèÿì òåîðåìû Êîøè, ïðèâåä¼ííîé â ëåêöèè 17. Ñëåäîâàòåëüíî, íà
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îñíîâàíèè ýòîé òåîðåìû è óêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ ôóíêöèé Rm(x) è
φ(x),

Rm(x)

φ(x)
=
Rm(x)−Rm(x0)

φ(x)− φ(x0)
=
R′
m(x1)

φ′(x1)
,

ãäå x1 ∈ (x0, x). Ïðèìåíÿÿ òåïåðü òåîðåìó Êîøè ê R′
m(x1) è φ

′(x1) è
ïîñëåäóþùèì èõ ïðîèçâîäíûì, ïîëó÷èì

R′
m(x1)

φ′(x1)
=
R′
m(x1)−R′

m(x0)

φ′(x1)− φ′(x0)
=
R′′
m(x2)

φ′′(x2)
= · · · =

=
R

(m)
m (xm)

φ(m)(xm)
=
R

(m)
m (xm)−R

(m)
m (x0)

φ(m)(xm)− φ(m)(x0)
=
R

(m+1)
m (xm+1)

φ(m+1)(xm+1)
,

ãäå xk+1 ∈ (x0, xk), k = 1, 2, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëüíî,

Rm(x)

φ(x)
=
R

(m+1)
m (xm+1)

φ(m+1)(xm+1)
=
f (m+1)(xm+1)

(m+ 1)!
,

ãäå ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷åíî íà îñíîâàíèè ðàññìîòðåííûõ âû-
øå ñâîéñòâ ôóíêöèé Rm(x) è φ(x).

Îáîçíà÷èâ xm+1 = ξ, èìååì

Rm(x) =
f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
φ(x) =

f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
(x− x0)

m+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ Q(x) = f (m+1)(ξ).

Rm(x) =
f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
(x− x0)

m+1, (19.8)

ãäå ξ ∈ (x0, x) è âñÿ íåîïðåäåëåííîñòü îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, ò. å. îòëè÷èå
íàøåé ôóíêöèè f(x) îò ìíîãî÷ëåíà Pm(x), çàêëþ÷åíà â íåèçâåñòíîì
çíà÷åíèè ξ. Ïîëîæèâ äëÿ óäîáñòâà m+ 1 = n, ôîðìóëó (19.6) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n)(ξ)

n!
(x− x0)

n. (19.9)

Îïðåäåëåíèå 19.3. Ôîðìóëà (19.9) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåé-
ëîðà äëÿ ôóíêöèè f(x) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà

Rn−1(x) =
f (n)(ξ)

n!
(x− x0)

n, (19.10)
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â êîòîðîé òî÷êà ξ ∈ (x0, x) íå îïðåäåëåíà è çàâèñèò îò x è n. Ôîðìó-
ëà (19.9) ïðè x0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè f(x) â âèäå
ìíîãî÷ëåíà â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ôîð-
ìóëîé Ìàêëîðåíà10.

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n)(θx)

n!
xn, (19.11)

ãäå ïîëîæåíî ξ = θx, 0 < θ < 1.
Ïðè x áëèçêîì ê x0, îñòàòî÷íûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, íåèç-

âåñòíîé áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé ïîðÿäêà n ïðè x→ x0 è ôîðìóëà
(19.9) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +O((x− x0)
n), (19.12)

ãäå O(αn) åñòü îáîçíà÷åíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíû ïîðÿäêà n
ïðè α → 0. Âûâåäåííûå âûøå ôîðìóëû (19.9) è (19.12) ïîçâîëÿþò
ñôîðìóëèðîâàòü âàæíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 19.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 è å¼ íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè íåïðåðûâíûå n ïðîèçâîäíûõ, òî îíà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå (19.9) èëè ïðè x→ x0 ïî ôîðìóëå (19.12).

19.3. Ðÿä Òåéëîðà
Äîêàæåì åù¼ îäíó âàæíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 19.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 è å¼ íåêî-
òîðîé δ-îêðåñòíîñòè, ò. å. äëÿ âñåõ x ∈ (|x− x0| 6 δ) íåïðåðûâíûå
ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, îãðàíè÷åííûå îäíèì è òåì æå ÷èñëîì
M, òî îíà ðàçëàãàåòñÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 â ñõîäÿùèéñÿ
ê f(x) ñòåïåííîé ðÿä.

f(x) =
+∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n. (19.13)

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû |f (n)(x)| 6 M,n = 0, 1, 2, . . . .
Òîãäà èç (19.10):

|Rn−1(x)| 6
M

n!
|x− x0|n → 0 ïðè n→ +∞. (19.14)

10Ê. Ìàêëîðåí(1698-1746) � øîòëàíäñêèé ìàòåìàòèê.
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Ïðèâåä¼ííàÿ îöåíêà (19.14) ïîëó÷åíà íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî

lim
n→+∞

an

n!
= 0 äëÿ ëþáîãî a. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (19.9) ïåðåõîäèò

â ðÿä (19.13), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó (19.2).

Îïðåäåëåíèå 19.4. Ðÿä (19.13), ê êîòîðîìó ïî òåîðåìå (19.2)
ñõîäèòñÿ ôóíêöèÿ f(x), íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà.

Äëÿ x0 = 0 ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä (19.13) ÷àñòî íàçûâàþò ðÿäîì
Ìàêëîðåíà .

f(x) =
+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn. (19.15)

Ïîêàæåì, ÷òî âûâåäåííàÿ â ëåêöèè 17 ôîðìóëà Ëàãðàíæà (17.4),
èëè ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîð-
ìóëû Òåéëîðà (19.9) ïðè n = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (19.9) ïðè n = 1 ñëåäóåò

f(x) = f(x0) + f ′(ξ)(x− x0). (19.16)

Ïîëîæèâ x0 = a è x = b, ïîëó÷èì f(b)−f(a) = f ′(ξ)(b−a),ãäå ξ ∈ (a, b).
Ýòî è åñòü ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà.

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ïî ôîðìóëå Òåéëîðà (19.9) (÷àùå âñåãî
ýòî áóäåò ôîðìóëà Ìàêëîðåíà (19.11) ) è ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà
(19.13) èëè Ìàêëîðåíà (19.15) íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è
îïðåäåëèì èõ îáëàñòè ñõîäèìîñòè.

19.4. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = ex, x0 = 0

Òàê êàê x0 = 0, f (k)(x) = ex, f (k)(0) = 1, k = 0, 1, . . . , f (n)(ξ) = eξ,
òî ïî ôîðìóëå (19.11):

ex =
n−1∑
k=0

xk

k!
+
eθx

n!
· xn, (19.17)

ãäå 0 < θ < 1.
Ïîñêîëüêó äëÿ ôóíêöèè f(x) = ex ïðè ëþáîì x = N ∈ (−∞,+∞)

ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà f (n)(x) = eN îãðàíè÷åíû îäíèì è òåì
æå ÷èñëîìM = eN , òî ïî òåîðåìå (19.2) ïðåäûäóùåé ëåêöèè ôîðìóëà
(19.17) ïåðåõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä Ìàêëîðåíà:

ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
, (19.18)
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êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê ex íà (−∞,+∞).

Ïðèìåð 19.3. Âû÷èñëèì e−1 = 1/e ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4.

Ð å ø å í è å: Ïî (19.18) ïðè x = −1,

1/e = e−1 = 1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

n!
+ · · · =

+∞∑
n=0

(−1)n

n!
.

Ýòî çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä è ïî òåîðåìå Ëåéáíèöà îñòàòîê ðÿ-
äà íå ïðåâûøàåò ñâîåãî ïåðâîãî ÷ëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, îøèáêà ïðè
âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû e−1 íå áîëüøå ïåðâîãî èç îòáðîøåííûõ ÷ëåíîâ
ðÿäà å¼ ïðåäñòàâëÿþùåãî

|(−1)n

n!
| 6 ε, n! > 1/ε = 104, îòêóäà n = 8, ò. ê. 8! = 40320 > 104.

Èòàê, 1/e = 1/2− 1/6 + 1/24− 1/120 + 1/720− 1/5040 = 0, 3679.

Ïåðâûé èç íåó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ
(−1)8

40320
< 0, 25 · 10−4.

Ïðèìåð 19.4. Âû÷èñëèòü ÷èñëî e ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4.

Ð å ø å í è å: Ðÿä Ìàêëîðåíà (19.18) ïðè x = 1 áóäåò çíàêîïîëî-
æèòåëüíûì è äëÿ îöåíêè îøèáêè âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà e íàäî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ ôîðìóëîé (19.17). Îöåíèì âåëè÷èíó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
eθx

n!
xn

ïðè x = 1 :
ε = eθ/n! < e/n! < 3/n!, n! > 3 · 104,

ò.å. n = 8, êàê è â ïðèìåðå 19.3. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ

e = 1 + 1 + 1/2 + 1/6 + 1/24 + 1/120 + 1/720 + 1/5040 = 2, 7183.

19.5. Ôóíêöèÿ f(x) = sin x, x0 = 0

Êàê ïîêàçàíî â ëåêöèè 16 f (k)(x) = sin(x+πk/2), f (k)(0) = sin(πk/2).
Òàê êàê | sin(x + πk/2)| 6 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðîèçâîäíûå f(x)
íå ïðåâûøàþò åäèíèöó, ïî òåîðåìå (19.2) ïðåäûäóùåé ëåêöèè sinx
ðàçëàãàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ê íåé íà (−∞,+∞) ðÿä Ìàêëîðåíà:

sinx = x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · =

+∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
. (19.19)
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19.6. Ôóíêöèÿ f(x) = cos x, x0 = 0

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè (19.19), ïîëó÷èì

cosx = 1− x2

2!
+ . . .+

(−1)nx2n

(2n)!
+ . . . =

+∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
. (19.20)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ðàçëîæåíèé (19.19) è
(19.20) ê íàõîæäåíèþ ïðåäåëà.

Ïðèìåð 19.5. Ïîêàçàòü, ÷òî

lim
x→0

cosmx− cosnx

x2
=
n2 −m2

2
.

Ð å ø å í è å: Èç (19.20) èìååì

cosx = 1− x2

2
+O(x4)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

cosmx− cosnx

x2
=

1− m2x2

2
+O(x4)− 1 +

n2x2

2
+O(x4)

x2
=

=
n2 −m2

2
+
O(x4)

x2
=
n2 −m2

2
+O(x2) −−→

x→0

n2 −m2

2
.

19.7. Ôóíêöèÿ f(x) = (1 + x)m, x0 = 0

Çäåñü

f (k)(x) = m(m− 1) · ... · (m− k + 1)(1 + x)m−k,
f (k)(0) = m(m− 1) · ... · (m− k + 1).

Çàïèøåì ôîðìàëüíî ðÿä Ìàêëîðåíà äëÿ ýòîé ôóíêöèè

(1 + x)m = 1 +
+∞∑
k=1

m(m− 1) · ... · (m− k + 1)

k!
xk, (19.21)
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ãäå m � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
ýòîãî ðÿäà:

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣m(m− 1) · ... · (m− n+ 1)

n!
×

× (n+ 1)!

m(m− 1) · ... · (m− n+ 1)(m− n)

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣ n+ 1

m− n

∣∣∣∣ = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (19.21) åñòü ñõîäÿùèéñÿ
ïðè |x| < 1 ðÿä è, êàê ïîêàçûâàåòñÿ, îí ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè (1 + x)m.
Ñõîäèìîñòü ïðè |x| = 1 íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî, ÷òî ìû
äåëàòü íå áóäåì.

Îïðåäåëåíèå 19.5. Ðÿä (19.21) äëÿ (1+x)m íàçûâàåòñÿ áèíîìè-
àëüíûì ðÿäîì.

Èñïîëüçóåì (19.21) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà.

Ïðèìåð 19.6. Íàéòè lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

x
.

Ð å ø å í è å: Èç (19.21) èìååì ïðè m =
1

2
:

√
1 + x = (1 + x)

1
2 = 1 +

x

2
+O(x2),

√
1− x = (1− x)

1
2 = 1− x

2
+O(x2).

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

x
= lim

x→0

x+O(x2)

x
= lim

x→0
(1 +O(x)) = 1.

Ðàññìîòðèì åù¼ ïðèìåð ïðèëîæåíèÿ áèíîìèàëüíîãî ðÿäà ê ïðè-
áëèæ¼ííîìó âû÷èñëåíèþ êîðíåé m

√
a. Ïðåæäå âñåãî íàäî íàéòè ÷èñëî

b, áëèçêîå ê a, èç êîòîðîãî êîðåíüm-é ñòåïåíè èçâëåêàåòñÿ ýëåìåíòàð-
íî, è òàêîå, ÷òîáû èõ ðàçíîñòü áûëà áû, ïî êðàéíåé ìåðå, ìåíüøå b.

Òîãäà m
√
a =

m
√
b+ x =

m
√
b m

√
1 +

x

b
=

m
√
b
(
1 +

x

b

) 1
m
.

Çàòåì
(
1 +

x

b

) 1
m

íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü â áèíîìèàëüíûé ðÿä è

âçÿòü íåîáõîäèìîå äëÿ íóæíîé òî÷íîñòè ÷èñëî ÷ëåíîâ.

Ïðèìåð 19.7. Âû÷èñëèòü
√
5 ñ òî÷íîñòüþ äî 10−3.
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Ð å ø å í è å:
√
5 =

√
4 + 1 =

√
4(1 + 0.25) = 2

(
1 +

1

4

) 1
2
=

= 2
(
1 +

1

2
· 1
4
−

1

2
· 1
2

2!

(1
4

)2
+ . . .

)
.

Ïîëó÷åííûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ è äëÿ òîãî, ÷òîáû
âû÷èñëèòü

√
5 ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ëèøü òå

÷ëåíû, êîòîðûå ïî ìîäóëþ áîëüøå 10−3.
Ïîýòîìó

√
5 = 2 + 0, 25− 0, 0156 + 0, 0020 = 2.236.

19.8. Ôóíêöèÿ f(x) = ln(1 + x), x0 = 0

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè

f (k)(x) =
(−1)k+1(k − 1)!

(1 + x)k
; f (k)(0) = (−1)k+1(k − 1)!.

Ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä Ìàêëîðåíà ïðèìåò âèä

ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
. (19.22)

Îí ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ln(1 + x) íà ìíîæåñòâå (−1 < x 6 1)
Ïîëó÷åííûé ðÿä (19.22) ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ ïðåäåëîâ.

Ïðèìåð 19.8. lim
x→0

x(1 + x)− ln(1 + x)

x2
=

= lim
x→0

x+ x2 − x+
x2

2
+O(x3)

x2
=

3

2
.

Çàéìåìñÿ òåïåðü âû÷èñëåíèåì ëîãàðèôìîâ. Ïî ôîðìóëå (19.22)
âû÷èñëèòü ëîãàðèôìû ìîæíî ëèøü äëÿ ÷èñåë îò 0 äî 2. Ïîëó÷èì
òåïåðü ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ âû÷èñëèòü ëîãàðèôìû ëþáûõ ïîëî-
æèòåëüíûõ ÷èñåë.

Çàìåíèì â ôîðìóëå (19.22) x íà −x :

ln(1− x) = −
+∞∑
n=1

xn

n
. (19.23)
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Âû÷òåì òåïåðü èç ðàâåíñòâà (19.22) ñîîòíîøåíèå (19.23):

ln
1 + x

1− x
= ln(1 + x)− ln(1− x) = 2

+∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1
. (19.24)

Ïîëîæèâ
1 + x

1− x
= a, ïîëó÷èì x =

a− 1

a+ 1
.

Ôîðìóëó (19.24) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìîâ
ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îøèáêè ïðè âû÷èñëåíèè ëîãàðèôìîâ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà
÷ëåíîâ ðÿäà (19.24) ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî a îïðå-
äåëèì x, çàòåì áåðåì íåñêîëüêî ÷ëåíîâ â ôîðìóëå (19.24):

ln a = 2
(
x+

x3

3
+ . . .+

x2n+1

2n+ 1

)
+ rn. (19.25)

Îñòàòîê ðÿäà rn è åñòü îøèáêà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1

2n+ 5
<

1

2n+ 3
,

1

2n+ 7
<

1

2n+ 3
è ò. ä., ïîëó÷èì

rn = 2
( x2n+3

2n+ 3
+

x2n+5

2n+ 5
+ . . .

)
< 2
( x2n+3

2n+ 3
+

x2n+5

2n+ 3
+ (19.26)

+
x2n+7

2n+ 3
+ . . .

)
= 2

x2n+3

2n+ 3
(1 + x2 + x4 + . . .) = 2

x2n+3

2n+ 3

1

1− x2
.

Òàê êàê |x| < 1 òî 1 + x2 + x4 + . . . åñòü áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ

ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ q = x2, å¼ ñóììà ðàâíà
1

1− x2

Ïðèìåð 19.9. Âû÷èñëèòü ln 3, ñ òî÷íîñòüþ 10−4.

Ð å ø å í è å: Â ôîðìóëå (19.24) ïîëîæèì a = 3, à x =
3− 1

3 + 1
=

1

2
.

Òîãäà ïî (19.26) äîëæíî áûòü
2 · 4

(2n+ 3) · 3 · 22n+3
=

1

3(2n+ 3) · 4n
< 10−4.

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè n = 5 ñëåäîâàòåëüíî,

ln 3 = 2
(1
2
+

1

3 · 23
+

1

5 · 25
+

1

7 · 27
+

1

9 · 29
+

11

3 · 211
)
= 1+

1

3 · 4
+

1

5 · 16
+

+
1

7 · 64
+

1

9 · 256
+

1

11 · 1024
= 1, 0986.

Õîòÿ â äàííîé ñóììå øåñòîå ñëàãàåìîå è ìåíüøå 10−4, åãî íåëüçÿ
îòáðàñûâàòü, òàê êàê òîãäà îøèáêà áóäåò áîëüøå 10−4. Íàïîìíèì, ÷òî
òîëüêî äëÿ çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà îøèáêà íå ïðåâûøàåò ïåðâîãî
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èç íå ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ, à â ñëó÷àå çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ
îøèáêó ÷àùå âñåãî îöåíèâàþò, ñðàâíèâàÿ îñòàòîê ðÿäà ñ ãåîìåòðè÷å-
ñêîé óáûâàþùåé ïðîãðåññèåé, ÷òî ìû è ñäåëàëè â íàøåì ïðèìåðå.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 19. Ôîðìóëà è ðÿä Òåéëîðà

Â ëåêöèÿõ 18 è 19 ïîëó÷åíû ôîðìóëû, äàþùèå ïðåäñòàâëåíèå
íåêîòîðûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà è ðÿäîì Òåéëîðà. Íà ïðàêòè-
÷åñêîì çàíÿòèè ïðîäåëàåì ïîäîáíûå îïåðàöèè äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ
ôóíêöèé, à òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèÿìè (19.18) � (19.25).

Ïðèìåð 19.1. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà (19.11) ôóíêöèþ
f(x) = 3x.

Ð å ø å í è å: Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = 3x è å¼ ïðîèçâîäíûõ
â òî÷êå x=0:

f(0) = 3x|x=0 = 1,
f I(0) = 3x · ln 3|x=0 = ln 3,
f II(0) = 3x · ln2 3|x=0 = ln2 3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f (n−1)(0) = 3x · lnn−1 3|x=0 = lnn−1 3,
f (n)(θx) = 3θx · lnn 3.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (19.11):

3x = 1 + x · ln 3 + x2 · ln2 3

2!
+ · · ·+ xn−1 · lnn−1 3

(n− 1)!
+

3θx · lnn 3
n!

· xn.

Ïîêàæåì, ÷òî

lim
n→+∞

Rn−1(x) = lim
n→+∞

3θx · lnn 3
n!

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x=C ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

lim
n→+∞

3θC · lnn 3
n!

Cn < 3C lim
n→+∞

(C · ln 3)n

n!
= 3C lim

n→+∞

an

n!
,

òàê êàê ïðè ëþáîì êîíå÷íîì a lim
n→+∞

an

n!
= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåî-

ðåìå (19.2) ôóíêöèÿ f(x) = 3x ïðåäñòàâèìà ñâîèì ðÿäîì Òåéëîðà
(Ìàêëîðåíà) ïðè ëþáûõ x:

3x = 1 + x · ln 3 + x2 · ln2 3

2!
+ · · ·+ xn · lnn 3

n!
+ · · · =

+∞∑
n=0

xn · lnn 3
n!

.
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Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü è ïðîñòî çàìåíîé x
íà x ln 3 â ôîðìóëå (19.18) è íå ïðîäåëûâàòü âñå âûøåïðèâåä¼ííûå
âûêëàäêè.

Ïðèìåð 19.2. Ïðåäñòàâèòü ðÿäîì Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ
f(x) = cos2 x.

Ð å ø å í è å: Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) = cos2 x è å¼ ïðîèç-
âîäíûõ â òî÷êå x=0:

f(0) = cos2 x|x=0 = 1,
f I(0) = −2 cos x sinx|x=0 = − sin 2x|x=0 = 0,

f II(0) = −22 cos 2x|x=0 = −2 sin
(
2x+

π

2

)
|x=0 = −2,

f III(0) = 22 sin 2x|x=0 = −22 sin
(
2x+ 2 · π

2

)
|x=0 = 0,

f IV (0) = 23 cos 2x|x=0 = −23 sin
(
2x+ 3 · π

2

)
|x=0 = 23,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n−1)(0) = −2n−2 sin
(
2x+

π

2
(n− 2)

)
|x=0,

f (n)(θx) = −2n−1 sin
(
2θx+

π

2
(n− 1)

)
.

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x = C îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå Ìà-
êëîðåíà äëÿ ôóíêöèè f(x) = cos2 x ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → +∞.
Äåéñòâèòåëüíî,

lim
n→+∞

|Rn−1(x)| = lim
n→+∞

∣∣∣∣∣∣
2n−1 sin (2θC +

π

2
(n− 1))

n!

∣∣∣∣∣∣ 6 lim
n→+∞

2n−1

n!
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) = cos2 x ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ìàêëî-
ðåíà, ñõîäÿùèéñÿ ê íåé ïðè ëþáîì x:

cos2 x = 1− 2

2!
x2 +

23

4!
x4 − 25

6!
x6 + . . .

Ìîæíî áûëî áû íå ïðîäåëûâàòü âñå ýòè âû÷èñëåíèÿ, à âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ôîðìóëîé cos2 x = 1

2
(1+cos 2x) è ðàçëîæåíèåì (19.20), çàìåíèâ

â í¼ì x íà 2x:

cos 2x = 1− (2x)2

2!
+

(2x4)

4!
− (2x6)

6!
+ . . . , òîãäà cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x) =

=
1

2
(1 + 1− (2x)2

2!
+

(2x4)

4!
− (2x6)

6!
+ . . . ) = 1− 2

2!
x2 +

23

4!
x4 − 25

6!
x6 + . . .
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Â ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðàõ, ìû âèäèì,÷òî åñëè óäà¼òñÿ âîñïîëüçî-
âàòüñÿ èçâåñòíûìè ðàçëîæåíèÿìè (19.17) - (19.22), ïðåäâàðèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàâ ôóíêöèþ f(x),òî ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí çíà÷è-
òåëüíî áûñòðåå.

Ïðèìåð 19.3. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ f(x) = e−x
2
.

Ð å ø å í è å: Çàìåíèâ â ôîðìóëå (19.18) x íà x2, ïîëó÷èì

e−x
2

= 1− x2 +
x4

2!
− x6

3!
+ . . . (−∞ < x < +∞).

Ïðèìåð 19.4. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ

f(x) = sin
(
x+

π

4

)
.

Ð å ø å í è å:

sin
(
x+

π

4

)
= sin x · cos

(π
4

)
+ cosx · sin

(π
4

)
=

√
2

2
(sinx+ cosx) =

=

√
2

2

(
1 + x− x2

2!
− x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
− x6

6!
− x7

7!
+ . . .

)
.

Ìû çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü ðàçëîæåíèÿìè ôóíêöèé sinx è cosx â
ðÿä Ìàêëîðåíà. Òàê êàê îíè ñïðàâåäëèâû ïðè ëþáûõ x,òî è ïîëó÷åí-

íîå íàìè ðàçëîæåíèå sin
(
x+

π

4

)
â ðÿä Ìàêëîðåíà ñïðàâåäëèâî ïðè

ëþáûõ x.

Ïðèìåð 19.5. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ f(x) =
1√

4 + x2
.

Ð å ø å í è å: Âûíåñåì 4 èç-ïîä êîðíÿ â çíàìåíàòåëå, çàòåì çàìå-

íèì â ôîðìóëå äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðÿäà (19.21) x íà
x2

4
è, ïîëîæèâ

m = −1

2
, ïîëó÷èì

1√
4 + x2

=
1

2

√
1 +

x2

4

=
1

2

(
1 +

x2

4

)− 1
2

=

=
1

2

(
1− x2

2 · 4
+

1 · 3 · x4

22 · 2! · 42
− 1 · 3 · 5 · x6

23 · 3! · 43
+ . . .

)
=
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=
1

2

(
1 +

+∞∑
n=1

1 · 3 · 5 . . . (2n− 1)(−1)n

n!23n
x2n

)
.

Òàê êàê áèíîìèàëüíûé ðÿä (19.21) ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1, â íàøåì

ñëó÷àå
x2

4
< 1, òî åñòü, −2 < x < 2.

Ïðèìåð 19.6. Ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì x−1 ôóíê-
öèþ f(x) = ln x.

Ð å ø å í è å: Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (19.22) x−1 âìåñòî x, ïîëó÷èì:

lnx = ln(1 + (x− 1)) =

= (x− 1)− (x− 1)2

2
+

(x− 1)3

3
− (x− 1)4

4
+ · · · =

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(x− 1)n.

Òàê êàê ðÿä Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèè f(x) = ln(1+x) ñõîäèòñÿ ïðè
−1 < x 6 1, ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè 0 < x 6 2.

Ïðèìåð 19.7. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ f(x) = e−x sinx.

Ð å ø å í è å: Ïîñêîëüêó ñòåïåííûå ðÿäû ìîæíî ïî÷ëåííî ïåðåìíî-
æàòü, ðÿä äëÿ e−x sinx ìîæíî ïîëó÷èòü ïî÷ëåííûì ïåðåìíîæåíèåì
ðÿäà Ìàêëîðåíà äëÿ e−x íà ðÿä äëÿ sinx:

e−x sinx = (1− x

1!
+
x2

2!
− x3

3!
+ . . . )(x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . . ) =

= x− x2 +
1

3
x3 − 3

40
x5 +

7

360
x6 + . . .

Ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ê äàííîé ôóíêöèè íà âñåé ÷èñëîâîé îñè,
ïîñêîëüêó ðÿäû (19.18) äëÿ e−x è (19.19) äëÿ sinx ñõîäÿòñÿ òàêæå íà
âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ôîðìóëû è ðÿäîâ Òåéëîðà ê íàõîæäåíèþ
ïðåäåëîâ è ïðèáëèæ¼ííîìó âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé ôóíêöèé.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ëåêöèè 19, ïðè âû÷èñëåíèè íåêîòîðûõ ïðåäå-
ëîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Òåéëîðà â âèäå (19.12). Ðàññìîòðèì
íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 19.8. Íàéòè lim
x→0

2ex − 2− 2x− x2

x− sinx
.

Ð å ø å í è å: Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà x = 0 ïîêàçûâàåò,

÷òî äàííûé ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì òèïà
0

0
. Çàìåíèâ ex è sinx èõ
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ïðåäñòàâëåíèÿìè ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà (19.18) è (19.19) ñ òî÷íîñòüþ
äî âåëè÷èí O(x3), ïîëó÷èì

lim
x→0

2ex − 2− 2x− x2

x− sinx
= lim

x→0

2(1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+O(x4))− 2− 2x− x2

x− x+
x3

3!
+O(x5)

=

= lim
x→0

x3

3
+O(x4)

x3

6
+O(x5)

= lim
x→0

1

3
+O(x)

1

6
+O(x2)

= 2.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî

O(x4)

x3
= O(x) è

O(x5)

x3
= O(x2), à lim

x→0
O(x) = lim

x→0
O(x2) = 0.

Ïðèìåð 19.9. Íàéòè lim
x→0

ln (1 + x)− x(1 + x)m

x2
.

Ð å ø å í è å: Â ýòîì ïðèìåðå òàêæå ìû èìååì íåîïðåäåëåííîñòü

òèïà
0

0
. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî (1 + x)m è ln(1 + x) èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ïî

ôîðìóëå Ìàêëîðåíà (19.21) è (19.22), ïîëó÷èì:

lim
x→0

ln (1 + x)− x(1 + x)m

x2
= lim

x→0

x− x2

2
+O(x3)− x(1 +mx+O(x2))

x2
=

= lim
x→0

−
(
1

2
+m

)
x2 +O(x3)

x2
= lim

x→0

(
−1

2
−m+O(x)

)
= −1

2
−m.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ íàìè â ëåêöèè 19 ôîð-
ìóë è ðÿäîâ Òåéëîðà (Ìàêëîðåíà) ê ïðèáëèæ¼ííîìó âû÷èñëåíèþ ôóíê-
öèé è îöåíêå îøèáêè òàêèõ âû÷èñëåíèé.

Ïðèìåð 19.10. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæ¼ííîå çíà÷åíèå 3
√
e, âçÿâ òðè

÷ëåíà ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = ex ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà, è
îöåíèòü îøèáêó âû÷èñëåíèÿ.

Ð å ø å í è å: Ïîäñòàâèâ x =
1

3
â ôîðìóëó (19.18), ïîëó÷èì:

3
√
e = e

1

3 = 1 +
1

3
+

1

2!
· 1

32
+

1

3!
· 1

33
+

1

4!
· 1

34
+ . . .
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Ñ ó÷¼òîì òð¼õ ÷ëåíîâ

3
√
e = 1 +

1

3
+

1

18
= 1, 388 · · · ≈ 1, 39.

Îøèáêà òàêîãî âû÷èñëåíèÿ ðàâíà îñòàòêó ðÿäà

R3(x) =
1

3!
· 1

33

(
1 +

1

4
· 1
3
+

1

4 · 5
· 1

32
+ . . .

)
<

1

162

(
1 +

1

3
+

1

32
+ . . .

)
=

=
1

162
· 1

1− 1

3

=
1

324
< 10−2.

Äëÿ îöåíêè R3(x) ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî
1

4
· 1
3
<

1

3
;

1

4 · 5 · 32
<

1

32
è ò.ä., è ôîðìóëó äëÿ ñóììû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ïðîãðåññèè S =
a1

1− q
ïðè a1 = 1 è q =

1

3
.

Ïðèìåð 19.11. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæ¼ííîå çíà÷åíèå
1
3
√
e
, âçÿâ òðè

÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x) = ex â ðÿä Ìàêëîðåíà.

Ð å ø å í è å: Ïîäñòàâèâ x = −1

3
â ôîðìóëó (19.18), ïîëó÷èì

1
3
√
e
= e−

1
3 = 1− 1

3
+

1

2!
· 1

32
− 1

3!
· 1

33
+ . . .

Ïîëó÷åííûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ è îøèáêà δ ïðè çà-
ìåíå åãî ñóììîé ïåðâûõ òð¼õ ÷ëåíîâ íå ïðåâûøàåò ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå ÷åòâ¼ðòîãî ÷ëåíà, ò.å. δ 6 1

3!33
= 0, 00617 < 10−2. Ñëåäîâà-

òåëüíî,
1
3
√
e
= 0, 722 · · · ≈ 0, 72.

Â ýòîì ïðèìåðå îöåíêà îñòàòêà ïðîâîäèòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå,
÷åì â ïðåäûäóùåì, òàê êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèçíàê Ëåéáíè-
öà äëÿ çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà, à íå ïðîâîäèòü îöåíêó îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà â ôîðìóëå Òåéëîðà.

Ïðèìåð 19.12. Âû÷èñëèòü sin 18◦ ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4.

Ð å ø å í è å: Ïîäñòàâèì 18◦ =
π

10
= 0, 314159 âìåñòî x â ðÿä

(19.19):

sin 18◦ = sin
π

10
=

π

10
− 1

3!

( π
10

)3
+

1

5!

( π
10

)5
+ · · · ≈
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≈ π

10
− 1

6

( π
10

)3
≈ 0, 3090.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4, òàê êàê ïåðâûé èç

íåó÷ò¼ííûõ ÷ëåíîâ
1

5!

( π
10

)5
< 104.

Ïðèìåð 19.13. Âû÷èñëèòå 3
√
70 ñ òî÷íîñòüþ äî 10−3.

Ð å ø å í è å: Áëèæàéøåå ê 70 öåëîå ÷èñëî â êóáå ðàâíî 64, òîãäà

3
√
70 = 3

√
64 + 6 = 4

3

√
1 +

6

64
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðÿäà (19.21) ïðè m =
1

3

è x =
3

32
, ïîëó÷èì:

3
√
70 = 4

(
1 +

3

32

) 1
3

=

= 4

(
1 +

1

3
· 3

32
− 1 · 2 · 32

2!32 · (32)2
+

1 · 2 · 5 · 33

3!33 · (32)3
− 1 · 2 · 5 · 8 · 34

4!34 · (32)4
+ . . .

)
≈

≈ 4

(
1 +

1

64
− 2

3 · 322
+

10

12 · 323

)
≈ 4, 118.

Çäåñü òàêæå ïåðâûé èç íåó÷ò¼ííûõ ÷ëåíîâ
4 · 2 · 5 · 8

324
< 10−3.

Ïðèìåð 19.14. Âû÷èñëèòü ln 5 ñ òî÷íîñòüþ äî 10−3.

Ð å ø å í è å: Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ln 5 âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì

(19.24), ïîëîæèâ â í¼ì
1 + x

1− x
= 5, îòêóäà x =

2

3
:

ln 5 = 2

(
2

3
+

23

3 · 33
+

25

5 · 35
+ . . .

)
=

=
4

3

(
1 +

22

3 · 32
+

24

5 · 34
+ · · ·+ 22n

(2n+ 1)32n
+ . . .

)
.

Åñëè ìû íå áóäåì ó÷èòûâàòü ÷ëåíû ðÿäà, íà÷èíàÿ ñ
22n

(2n+ 1)32n
,

òî îñòàòîê ðÿäà

4

3

(
22n

(2n+ 1)32n
+

22(n+1)

(2n+ 3)32(n+1)
+

22(n+2)

(2n+ 5)32(n+2)
+ . . .

)
=
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=
4 · 22n

3 · (2n+ 1)32n

(
1 +

(2n+ 1)22

(2n+ 3)32
+

(2n+ 1)24

(2n+ 5)34
+ . . .

)
<

<
4 · 22n

3(2n+ 1)32n

(
1 +

(
2

3

)2

+

(
2

3

)4

+ . . .

)
=

=
4 · 22n

3(2n+ 1)32n(1− 4

9
)
=

22n+2

5(2n+ 1)32n−1

äîëæåí áûòü ìåíüøå 10−3.

Ïðè îöåíêå îñòàòêà ó÷èòûâàëîñü, ÷òî
2n+ 1

2n+ 3
< 1,

2n+ 1

2n+ 5
< 1 è ò.ä.

è ÷òî ñóììà ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-

ñèè ñ a1 = 1 è q =
4

9
ðàâíà

9

5
.

Èòàê, çàäà÷à áóäåò ðåøåíà, åñëè âçÿòü
22n+2

5(2n+ 1)32n−1
< 10−3. Ýòî

ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè n = 7. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ íóæíîé íàì
òî÷íîñòüþ

ln 5 =
4

3

(
1 +

1

3

4

9
+

1

5

(
4

9

)2

+
1

7

(
4

9

)3

+ · · ·+ 1

15

(
4

9

)7
)

= 1, 609.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Ïðèìåð 19.15. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ f(x) = 2x.

Ïðèìåð 19.16. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ f(x) = sin2 x.

Ïðèìåð 19.17. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ f(x) = e2x.

Ïðèìåð 19.18. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ

f(x) = cos
(
x− π

3

)
.

Ïðèìåð 19.19. Ïðåäñòàâèòü ðÿäîì Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ
f(x) =

√
9− x2.

Ïðèìåð 19.20. Ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì x+1 ôóíê-
öèþ f(x) = ln(2 + x).

Ïðèìåð 19.21. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ

f(x) =
x− 3

(x+ 1)2
.




