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• Â ïðèìåðàõ 1 íàéòè zn.
• Â ïðèìåðàõ 2 ðåøèòü óðàâíåíèå.
• Â ïðèìåðàõ 3 íàéòè äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü çàäàí-íîé �óíêöèè.
• Â ïðèìåðàõ 4 ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé Êîøè-�èìàíà èâ ñëó÷àå èõ âûïîëíåíèÿ íàéòè f ′(z).
• Â ïðèìåðàõ 5 íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ ïî çàäàííîéäåéñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòè.
• Â ïðèìåðàõ 6 âû÷èñëèòü èíòåãðàë.
• Â ïðèìåðàõ 7 âû÷èñëèòü èíòåãðàë (ïðèìåíèòü òåîðåìó Êîøèèëè èíòåãðàëüíóþ �îðìóëó Êîøè).
• Â ïðèìåðàõ 8 èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä.
• Â ïðèìåðàõ 9 íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.
• Â ïðèìåðàõ 10 ðàçëîæèòü çàäàííóþ �óíêöèþ â ðÿä Ëîðàíàâ îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè z0 è îïðåäåëèòü îáëàñòü ñõî-äèìîñòè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ.
• Â ïðèìåðàõ 11 íàéòè íóëè �óíêöèè è îïðåäåëèòü èõ ïîðÿäîê.
• Â ïðèìåðàõ 12 íàéòè îñîáûå òî÷êè è îïðåäåëèòü èõ õàðàêòåð.
• Â ïðèìåðàõ 13 íàéòè âû÷åòû â îñîáûõ òî÷êàõ.
• Â ïðèìåðàõ 14 âû÷èñëèòü èíòåãðàë(ïðèìåíèòü òåîðåìó î âû-÷åòàõ).
• Â ïðèìåðàõ 15 âû÷èñëèòü èíòåãðàë.Ïðèìåðíûé òèïîâîé âàðèàíò çàäàíèé0.1. Âû÷èñëèòü (1 + i)5

(1− i)3
.0.2. �åøèòü óðàâíåíèå z2 − 2iz − 5 = 0.0.3. Íàéòè äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü �óíêöèè cos(1+i).0.4. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé Êîøè-�èìàíà è â ñëó÷àå èõâûïîëíåíèÿ íàéòè ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè f(z) = cos z.



578 Ñáîðíèê èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé ïî ìàòåìàòèêå0.5. Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ ïî çàäàííîé äåéñòâèòåëüíîé÷àñòè u = x3 − 3xy2.0.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫ |z|dx ïî ðàäèóñó-âåêòîðó òî÷êè
z = 2− i.0.7. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êîøè èëè èíòåãðàëüíóþ �îðìóëó Êîøè,âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫

c

z2dz

z − 2i
, c � îêðóæíîñòü ðàäèóñà 3 ñ öåíòðîì âíà÷àëå êîîðäèíàò.0.8. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä +∞∑

n=1

(
1

n2
+

i

n!
).0.9. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà +∞∑
n=1

z2n

n!
.0.10. �àçëîæèòü �óíêöèþ f(z)=z2e1z â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z.0.11. Íàéòè íóëè �óíêöèè è îïðåäåëèòü èõ ïîðÿäîê (z2+9) · (z2+

+4)5.0.12. Íàéòè îñîáûå òî÷êè è îïðåäåëèòü õàðàêòåð: e 1
z−2i .0.13. Íàéòè âû÷åòû â îñîáûõ òî÷êàõ �óíêöèè ez

(z + 1)3 · (z − 2)
.0.14. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫

c

dz

z4 + 1
,

c = (x− 1)2 + y2 = 1.0.15. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè
+∞∫
−∞

dx

(x2 + 1)(x2 + 22)
.



Òåîðèÿ �óíêöèé êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ 579�åøåíèå ïðèìåðîâ òèïîâîãî âàðèàíòà çàäàíèé0.1. Âû÷èñëèòü (1 + i)5

(1− i)3
.� å ø å í è å: Ïðåäñòàâèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü â òðèãîíîìåò-ðè÷åñêîé �îðìå [1, 33.22℄:

(1 + i) =
√
2(cos π

4
+ i sin π

4
); (1 + i)5 = 25/2(cos 5π

4
+ i sin 5π

4
);

(1− i) =
√
2(cos 7π

4
+ i sin 7π

4
); (1− i)3 = 23/2(cos 21π

4
+ i sin 21π

4
).Âûïîëíèì äåëåíèå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå:

(1 + i)5

(1− i)3
=

25/2

23/2
(
cos(5π

4
− 21π

4
) + i sin(5π

4
− 21π

4
)
)
= 2(cos 4π − i sin 4π) = 2.0.2. �åøèòü óðàâíåíèå z2 − 2iz − 5 = 0.� å ø å í è å: Èñïîëüçóÿ �îðìóëó êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ,íàõîäèì z1,2 = i±

√
−1 + 5 = i± 2.0.3. Íàéòè äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü �óíêöèè cos(1+i).� å ø å í è å: Èñïîëüçóÿ �îðìóëó êîñèíóñ ñóììû, ïîëó÷èì

cos(1 + i) = cos 1 cos i − sin 1 sin i, òàê êàê cos i = ch1 è sin i = ish1, òî
cos(1 + i) = cos 1ch1− i sin 1sh1.Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ðàâíà cos 1ch1, ìíèìàÿ ÷àñòüðàâíà -sin 1 sh 1.0.4. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé Êîøè-�èìàíà è â ñëó÷àå èõâûïîëíåíèÿ íàéòè ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè f(z) = cos z.� å ø å í è å: cos z = cos(x + iy) = cosx cos iy − sin x sin iy =
= cosx ch y− i sinx sh y. Ñëåäîâàòåëüíî u = cosx ch y, v = − sinx ch y,òîãäà ∂u

∂x
= − sin x sh y, ∂v

∂y
= − sin x ch y, ò.å. ∂u

∂x
=

∂v

∂y
è ∂u

∂y
=

= cosx ch y, ∂v
∂x

= − cosx sh y, ò.å. ∂u
∂y

= −∂v

∂x
, óñëîâèÿ Êîøè-�èìàíàâûïîëíÿþòñÿ. Ïðîèçâîäíóþ íàéäåì ïî �îðìóëå: f ′(z) = − sinx ch y−

−i cosx sh y = −(sinx cos iy + cosx sin iy) = − sin(x + iy) = − sin z[1, 42.3℄.0.5. Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ ïî çàäàííîé äåéñòâèòåëüíîé÷àñòè u = x3 − 3xy2.� å ø å í è å: ∂u

∂x
= 3x2 − 3y2 =

∂v

∂y
; v = 3x2y − y3 + ϕ(x);

∂v

∂x
= 6xy + ϕ′(x);
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∂u

∂y
= −6xy; ∂v

∂x
= −∂u

∂y
; 6xy + ϕ′(x) = 6xy, ϕ′(x) = 0, ϕ(x) = C,

u + iv = x3 − 3xy2 + i(3x2y − y3 + C).0.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫ |z|dx ïî ðàäèóñó-âåêòîðó òî÷êè
z = 2− i.� å ø å í è å: ∫ |z|dz =

∫ √
x2 + y2(dx+ idy) =

2∫
0

√
x2 +

x2

4
dx+

+i
2∫
0

√
x2 +

x2

4
(−1

2
)dx =

√
5

2

2∫
0

|x|dx−1

2

√
5

2
i

2∫
0

|x|dx =

√
5

4
x2
∣∣∣
2

0
−
√
5

8
ix2
∣∣∣
2

0
=

=
√
5(1− i

2
).0.7. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êîøè èëè èíòåãðàëüíóþ �îðìóëó Êîøè,âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫

c

z2dz

z − 2i
, c � îêðóæíîñòü ðàäèóñà 3 ñ öåíòðîì âíà÷àëå êîîðäèíàò.� å ø å í è å: Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé ∫

c

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0):

∫
c

z2dz

z − 2i
=
∫
c

f(z)

z − 2i
dz = 2πif(z) = 2πi(−4) = −8πi.0.8. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä +∞∑

n=1

(
1

n2
+

i

n!
).� å ø å í è å: �àññìîòðèì ðÿäû +∞∑

n=1

1

n2
è +∞∑

n=1

1

n!
. Ïåðâûé ðÿäñõîäèòñÿ êàê ðÿä Äèðèõëå ∑ 1

np
ïðè p=2. Èññëåäóåì âòîðîé ðÿä ïîïðèçíàêó Äàëàìáåðà:

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1 � ðÿä ñõîäèòñÿ.Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.0.9. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà +∞∑

n=1

z2n

n!
.� å ø å í è å: Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà [1, (11.11)℄:R= lim

n→∞
|zn+1

zn
| = lim

n→∞
| z2n+2n!

(n+ 1)!z2n
| = |z|2 lim

n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1. Ñëåäî-âàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ íà âñåé ïëîñêîñòè.



Òåîðèÿ �óíêöèé êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ 5810.10. �àçëîæèòü �óíêöèþ f(z)=z2e1z â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z.� å ø å í è å: Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèè
et = 1 +

t

1
+

t2

2!
+ ...; èìååì e

1
z = 1 + 1

z
+ 1

z22!
+ ...; îêîí÷àòåëüíî

f(z) = z2
(
1 +

1

z
+

1

z2 · 2! + · · ·
)

= z2 + z +
1

2!
+

1

z · 3! + · · ·0.11. Íàéòè íóëè �óíêöèè è îïðåäåëèòü èõ ïîðÿäîê (z2 + 9)(z2 + 4)5.� å ø å í è å: �àçëîæèì äàííîå âûðàæåíèå íà ìíîæèòåëè
(z2 + 9)(z2 + 4)5 = (z + 3i)(z− 3i)(z + 2i)5(z − 2i)5 èñïîëüçóÿ �îðìóëó
f(z) = (z − z0)

nϕ(z), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî z1 = 3i, z2 = −3i � ïðîñòûåíóëè z3 = 2i, z1 = −2i � íóëè ïÿòîãî ïîðÿäêà.0.12. Íàéòè îñîáûå òî÷êè è îïðåäåëèòü õàðàêòåð: e 1
z−2i .� å ø å í è å: �àçëîæèì äàííóþ �óíêöèþ â ðÿä Ëîðàíà [1, 42.4℄(èñïîëüçóåì èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå

et = 1 +
t

1
+

t2

2!
+ · · · ); e 1

z − 2i = 1 +
1

z − 2i
+

1

2! (z − 2i)2
+ · · · ;ðÿä ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïå-íÿìè ðàçíîñòè (z − 2i) ñëåäîâàòåëüíî, (z − 2i) � ñóùåñòâåííî îñîáàÿòî÷êà.0.13. Íàéòè âû÷åòû â îñîáûõ òî÷êàõ �óíêöèè ez

(z + 1)3 · (z − 2)
.� å ø å í è å: Äàííàÿ �óíêöèÿ èìååò äâå îñîáûå òî÷êè: z = −1� ïîëþñ òðåòüåãî ïîðÿäêà è z = 2 � ïðîñòîé ïîëþñ Íàéäåì âû÷åòû âòî÷êå z = 2 ïî �îðìóëå [2, (59.9)℄:

Resz=2 f(z) = lim
z→2

ez

(z + 1)2
=

e2

27Âû÷åòû â òî÷êå z = −1 íàéäåì ïî �îðìóëå [2, (59.11)℄:
Resz=−1 f(z) =

1

2
lim
z→−1

(
ez

z−2

)′′
=

1

2
· lim
z→−1

ez

(z − 2)3
· (z2 − 6 · z + 10) =

= − 17

54 · e



582 Ñáîðíèê èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé ïî ìàòåìàòèêå0.14. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫
c

dz

z4 + 1
,

c = (x− 1)2 + y2 = 1.� å ø å í è å: Â îáëàñòè Ñ �óíêöèÿ f(z) =
1

z4 + 1
àíàëèòè÷íàâñþäó, êðîìå òî÷åê z1 = ei·

π
4 è z2 = e−i·π

4 , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìèïîëþñàìè. Íàéäåì âû÷åòû, ïîëüçóÿñü �îðìóëîé [2, (59,10)℄. Èìååì
f1(z)

f ′
2(z)

=
1

z4 + 1
, ñëåäîâàòåëüíî f1(z)

f ′
2(z)

=
1

4 · z3 .
Resf(z1) =

1

4z3

∣∣∣
z=e

+i

π

4

=
1

4
e−i 3π

4 ,
Resf(z2) =

1

4z3

∣∣∣
z=e

−i

π

4

=
1

4
ei

3π
4 .Òàêèì îáðàçîì, ∫

c

dz

z4 + 1
= 2πi

(
e

3πi
4 + e

−3πi
4

)
· 1/4 =

=
πi

2

(
−
√
2

2
+ i

√
2

2
−

√
2

2
− i

√
2

2

)
= −πi

√
2

2
.0.15. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè

+∞∫
−∞

dx

(x2 + 1)(x2 + 22)
.� å ø å í è å: Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé [2, (59,12)℄. Ââåäåì �óíê-öèþ f(z) =
1

(z2 + 1)(z2 + 22)
, êîòîðàÿ èìååò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòèäâà ïðîñòûõ ïîëþñà z1 = i è z2 = 2i Âû÷åòû îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïî-ëþñîâ ðàâíû

Res(z1) = lim
z→i

1

(z + i)(z2 + 22)
=

1

2i(−1 + 4)
=

1

6i
,

Res(z2) = lim
z→2i

1

(z2 + 1)(z + 2i)
=

1

(−4 + 1)4i
= − 1

12i
,Òàêèì îáðàçîì,

+∞∫

−∞

dx

(x2 + 1)(x2 + 22)
= 2πi

(
1

6i
− 1

12i

)
= 2πi

1

12i
=

π

6


