
Ëåêöèÿ 42. Ïîíÿòèÿ î �óíêöèÿõ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé 117Ïðèìåð 41.13. z = xy â îáëàñòè x2 + y2 6 1.Ïðèìåð 41.14. Èç âñåõ òî÷åê êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ëèíèåé ïåðå-ñå÷åíèÿ ïàðàáîëîèäà z = x2+ y2 è ïëîñêîñòè z = 2x+ y íàéòè òî÷êó
M , íàèáîëåå óäàë¼ííóþ îò íà÷àëà êîîðäèíàò.Ëåêöèÿ 42. Ïîíÿòèÿ î �óíêöèÿõ êîìïëåêñíîéïåðåìåííîéÔóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå�óíêöèè. Ïðîèçâîäíàÿ. Óñëîâèå Êîøè-�èìàíà. Àíàëèòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ. �ÿäû Òåéëîðà è Ëîðàíà. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷-êè è èõ êëàññè�èêàöèÿ.42.1. Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîéÂ ëåêöèè 33 íàñòîÿùåãî êóðñà áûëè ââåäåíû êîìïëåêñíûå ÷èñëà.Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå �óíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.Îïðåäåëåíèå 42.1. Ôóíêöèåé w = f(z) êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
z, çàäàííîé íà îáëàñòè M íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî, êîòîðîå êàæäîìóçíà÷åíèþ z ∈M ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îäíî èëè ìíîæåñòâî êîì-ïëåêñíûõ çíà÷åíèé w. Â ïåðâîì ñëó÷àå �óíêöèÿ w = f(z) íàçûâàåò-ñÿ îäíîçíà÷íîé, âî âòîðîì ìíîãîçíà÷íîé. Ìíîæåñòâî M íàçûâàåò-ñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè, à ñîâîêóïíîñòü N âñåõ çíà÷åíèé
w, ïðèíèìàåìûõ �óíêöèåé å¼ îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ èëè ìíîæåñòâîìçíà÷åíèé.Åñëè çíà÷åíèå z îòêëàäûâàòü íà îäíîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à w� íà äðóãîé, òî �óíêöèþ w = f(z) ìîæíî ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâèòüêàê íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà M ïëîñêîñòè z íà ìíîæåñòâî
N ïëîñêîñòè w.Îïðåäåëåíèå 42.2. Åñëè �óíêöèÿ w = f(z) îäíîçíà÷íà íà Mè äâóì ðàâíûì çíà÷åíèÿì z ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ w,òî òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì èëè îä-íîëèñòíûì.ßñíî, ÷òî ó òàêîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ z = f−1(w), îòîá-ðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî N ïëîñêîñòè w íà ìíîæåñòâî M ïëîñêîñòè z èÿâëÿþùàÿñÿ òàêæå âçàèìíî îäíîçíà÷íîé.



118 Ëåêöèÿ 42. Ïîíÿòèÿ î �óíêöèÿõ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé42.2. Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå �óíêöèèÑòåïåííàÿ �óíêöèÿ (ïðè n ∈ N) w = zn. Ýòà �óíêöèÿ îäíîçíà÷íà.Åñëè â ïëîñêîñòÿõ z è w ââåñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ïåðåéòè êòðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà): z = r(cosϕ+i sinϕ),
w = ρ(cos θ+ i sin θ), òî óðàâíåíèå �óíêöèè çàïèøåòñÿ â âèäå ñèñòåìûóðàâíåíèé äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ �óíêöèé:

{

ρ = rn,
θ = nϕ.Èç ýòîé ñèñòåìû âèäíî, ÷òî �óíêöèÿ w = zn îñóùåñòâëÿåò îòîá-ðàæåíèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â ïîâîðîòå âåêòîðà z íà óãîë (n− 1) arg z èâ ðàñòÿæåíèè åãî â |z|n ðàç.Ýòî îòîáðàæåíèå îäíîëèñòíî â ñåêòîðàõ âèäà k 2π

n
< ϕ < (k+1)2π

n
,ãäå k = 0, 1, . . . , n− 1, êàæäûé èç êîòîðûõ ïåðåõîäèò â ïëîñêîñòü w (ñèñêëþ÷åííîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ).Ôóíêöèÿ w = n

√
z � n-çíà÷íàÿ (ñì. ëåêöèþ 33). Ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî â ëþáîé îáëàñòèM , íå ñîäåðæàùåé íà÷àëà êîîðäèíàò z 6= 0, ìîæ-íî âûäåëèòü n îäíîçíà÷íûõ �óíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåòîäíî èç çíà÷åíèé n

√
z. Ýòè n �óíêöèé íàçûâàþòñÿ âåòâÿìè ìíîãîçíà÷-íîé �óíêöèè w = n
√
z.Ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ w = ezÍàïîìíèì, ÷òî åñëè z = x + iy, òî ez = ex(cos y + i sin y) Îòñþäàïðè x = 0, y = ϕ ïîëó÷àåì �îðìóëó Ýéëåðà (33.23)

eiϕ = cosϕ + i sinϕ.Îòìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîéîêàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ìíèìûì ïåðèîäîì 2πi. Äåéñòâèòåëüíî,ïî �îðìóëå Ýéëåðà e2πki = cos 2πk + i sin 2πk, (k ∈ Z) ñëåäîâàòåëüíî
ez+2πki = ez · e2πki = ez · 1 = ez.Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ìîæíî îïðåäåëèòü ëîãàðè�ì ln z, êàê÷èñëî w, òàêîå, ÷òî ew = z. Îïðåäåë¼ííàÿ òàêèì îáðàçîì ëîãàðè�-ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ w = ln z îïðåäåëåíà íå òîëüêî äëÿ îòðèöàòåëüíûõäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íî è äëÿ êîìïëåêñíûõ z 6= 0.Êàæäîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ëîãà-ðè�ìîâ, ìíèìûå ÷àñòè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãà-åìîãî, êðàòíîãî 2π:
ln z = ln r + i(ϕ+ 2πk), k ∈ Z.



Ëåêöèÿ 42. Ïîíÿòèÿ î �óíêöèÿõ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé 119Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (ϕ = 0, r 6= 0) çíà-÷åíèå ln z ïðè k = 0 ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíîé ðàíåå ëîãàðè�ìè÷åñêîé�óíêöèåé. Ïîýòîìó áóäåì îáîçíà÷àòü ln z çíà÷åíèå �óíêöèè ln z ïðè�èêñèðîâàííîì k (îäíó âåòâü �óíêöèè ln z). Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ
ln z áóäåò îäíîçíà÷íîé ïðè z 6= 0.Ñ ïîìîùüþ ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü îáùóþñòåïåííóþ �óíêöèþ w = za, ãäå a = α + iβ, ñîîòíîøåíèåì za = ea ln z.Ïðèìåð 42.1. Íàéòè ln(−1).� å ø å í è å: Ïðåäñòàâèì (-1) â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå:
−1 = 1(cosπ + i sinπ), ò.ê. äëÿ z = −1, |z| = r = 1, ϕ = π. Â ñîîòâåò-ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ln z, ïîëó÷àåì:

ln(−1) = ln 1 + i(π + 2πk) = i(π + 2πk), k ∈ Z.Ïîëó÷èëè áåñêîíå÷íî ìíîãî ìíèìûõ çíà÷åíèé ln(−1).Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè sin z, cos zÎïðåäåëèì sin z =
eiz − e−iz

2i
; cos z = eiz + e−iz

2
.Òàê îïðåäåë¼ííûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïå-ðåìåííîãî ïîçâîëÿþò îáîáùèòü �îðìóëó Ýéëåðà íà ñëó÷àé êîìïëåêñ-íîãî àðãóìåíòà: eiz = cos z + i sin z.Êðîìå òîãî, ýòè �óíêöèè (ñì. ëåêöèþ 33) ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì

2π, sin(−z) = − sin(z), cos(−z) = cos(z), sin2 z + cos2 z = 1, sin 2z =
= 2 sin z cos z, cos 2z = cos2 z − sin2 z è ò.ä. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî sin zè cos z â êîìïëåêñíîé îáëàñòè íåîãðàíè÷åíû.Ïðèìåð 42.2. Íàéòè cos i.� å ø å í è å: Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

cos i =
ei

2
+ e−i

2

2
=
e−1 + e1

2
≈ 1,54.Ïîëó÷èì çíà÷åíèå áîëüøåå 1.42.3. ÏðîèçâîäíàÿÎïðåäåëåíèå 42.3. Åñëè �óíêöèÿ w = f(z), ãäå z = x+ iy, w =

= u(x; y)+iv(x; y), îïðåäåëåíà è îäíîçíà÷íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòèòî÷êè z0 = x0+ iy0, òî ïðåäåë lim
z→z0

f(z) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ââåäåííûåðàíåå ïðåäåëû �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ:
lim
z→z0

f(z) = lim
x→x0
y→y0

u(x; y) + i lim
x→x0
y→y0

v(x; y).



120 Ëåêöèÿ 42. Ïîíÿòèÿ î �óíêöèÿõ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîéÒàêèì îáðàçîì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåäåëà ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ �óíê-öèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.Îïðåäåëåíèå 42.4. Ôóíêöèÿ w = f(z) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîéâ òî÷êå z0 åëè îíà îïðåäåëåíà è îäíîçíà÷íà â ýòîé òî÷êå, íåêîòî-ðîé å¼ îêðåñòíîñòè è lim
z→z0

f(z) = f(z0). Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿíåïðåðûâíîé â îáëàñòè D, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé å¼ òî÷êå.Äëÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé îñòàþòñÿ ñïðà-âåäëèâûìè èçâåñòíûå ðàíåå ñâîéñòâà.Îïðåäåëåíèå 42.5. Ïðîèçâîäíîé f ′(z) �óíêöèè f(z) íàçûâàåòñÿïðåäåë:
f ′(z) = lim

∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
.Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî �óíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ äè��å-ðåíöèðóåìîé â òî÷êå z.Èçâåñòíûå ñâîéñòâà äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé (òàê æå, êàê èîáû÷íûå ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ) ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ �óíêöèé êîì-ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z, åñëè îíà çàäàíà êàê w = f(z).Ïðèìåð 42.3. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè: f(z) = z2−√

z+3ez−
− 5 ln z + sin z + cos z + tg z.� å ø å í è å:

f ′(z) = 2z − 1

2
√
z
+ 3ez − 5

z
+ cos z − sin z +

1

cos2 z
.Åñëè æå w çàäàíà ñâîåé äåéñòâèòåëüíîé u = u(x; y) è ìíèìîé ÷à-ñòüþ v = v(x; y), òî äëÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè w = u + iväîëæíà áûòü âûïîëíåíà òåîðåìà.Òåîðåìà 42.1. (Óñëîâèÿ Êîøè��èìàíà). Åñëè �óíêöèÿ f(z) =

= u(x; y) + iv(x; y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z è âýòîé òî÷êå �óíêöèè u(x; y) è v(x; y) äè��åðåíöèðóåìû, òî äëÿ äè�-�åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè f(z) â òî÷êå z íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íîâûïîëíåíèå óñëîâèé.










∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

(42.1)Ïðè ýòîì:
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f ′(z) =

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
=
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
=
∂v

∂y
+ i

∂u

∂x
. (42.2)Ïðèìåì ýòó òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.Ïðèìåð 42.4. Ïðîâåðèòü äè��åðåíöèðóåìîñòü f(z) = z̄.� å ø å í è å: Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì äëÿ ÷èñëà z = x + iy íà-çûâàåòñÿ (ñì. ëåêöèþ 33) ÷èñëî z̄ = z− iy. Ïîýòîìó â äàííîì ïðèìåðå

u(x; y) = x, v(x; y) = −y → ∂u

∂x
= 1;

∂v

∂y
= −1 ⇒ ∂u

∂x
6= ∂v

∂y
,óñëîâèå Êîøè��èìàíà íå âûïîëíÿåòñÿ ⇒ �óíêöèÿ f(z) = z̄ íå äè�-�åðåíöèðóåìà.Îïðåäåëåíèå 42.6. Ôóíêöèÿ f(z) îäíîçíà÷íàÿ è äè��åðåíöèðó-åìàÿ â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D, íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé (ðåãó-ëÿðíîé, ìîíîòîííîé) â ýòîé îáëàñòè.Âîçíèêàåò âîïðîñ: âñÿêàÿ ëè �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ ìîæåòáûòü äåéñòâèòåëüíîé (èëè ìíèìîé) ÷àñòüþ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè èìîæíî ëè ïî äàííîé äåéñòâèòåëüíîé (èëè ìíèìîé) ÷àñòè íàéòè ìíè-ìóþ (äåéñòâèòåëüíóþ) ÷àñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, âñþ àíàëèòè÷åñêóþ�óíêöèþ. Äè��åðåíöèðóÿ ïåðâîå èç óñëîâèé (42.1) ïî x, à âòîðîå ïî

y, ïîëó÷àåì: ∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
; ∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂x∂y
.Ñêëàäûâàÿ îáå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0. (42.3)Àíàëîãè÷íî äëÿ v(x; y) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0. (42.4)Óðàâíåíèÿ (42.3), (42.4) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàïëàñà, à �óíê-öèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óðàâíåíèÿì, íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêè-ìè. Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè àíàëèòè÷åñêîé�óíêöèè äîëæíû áûòü ãàðìîíè÷åñêèìè �óíêöèÿìè.Ñ ìåòîäàìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â òîì÷èñëå � óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ìû ïîçíàêîìèìñÿ â III ÷àñòè íàñòîÿùåãîêóðñà.



122 Ëåêöèÿ 42. Ïîíÿòèÿ î �óíêöèÿõ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîéÏðèìåð 42.5. Ìîãóò ëè áûòü �óíêöèè ϕ(x; y) = x3y2 è ψ(x; y) =
= x3 − 3xy2 äåéñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòÿìè àíàëèòè÷åñêîé�óíêöèè.� å ø å í è å: Äëÿ òîãî, ÷òîáû ϕ(x; y) èëè ψ(x; y) áûëè áû äåéñòâè-òåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòÿìè àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè äîëæíû áûòüâûïîëíåíû óñëîâèÿ (42.3) èëè (42.4). Â íàøåì ñëó÷àå ∂ϕ

∂x
= 3x2y2,

∂2ϕ

∂x2
= 6xy2, ∂ϕ

∂y
= 2x3y, ∂2ϕ

∂y2
= 2x3 è ∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 6xy2 + 2x3 6= 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(x; y) = x3y2 íå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöè-åé è íå ìîæåò áûòü äåéñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòüþ àíàëèòè÷å-ñêîé �óíêöèè.�àññìîòðèì òåïåðü ψ(x; y). Íàéäåì

∂ψ

∂x
= 3x2−3y2; ∂2ψ

∂x2
= 6x; ∂ψ

∂y
= −6xy; ∂2ψ

∂y2
= −6x è ∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
=

= 6x − 6x = 0, òàêèì îáðàçîì ψ(x; y) = x3 − 3xy2 ÿâëÿåòñÿ ãàðìî-íè÷åñêîé �óíêöèåé è ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, ó êîòîðîé
ψ(x; y) = x3 − 3xy2 ìîæåò áûòü äåéñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòüþ.Ñ ìåòîäèêîé îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè ïî å¼ äåéñòâè-òåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòÿì ìû âñòðåòèìñÿ â ëåêöèè 46 (ï. 46.6)42.4. �ÿäû Òåéëîðà è ËîðàíàÀíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè, à òàêæå è íåêîòîðûå äðóãèå �óíêöèèêîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ñóììû ñòåïåí-íûõ ðÿäîâ.Òåîðåìà 42.2. (Êîøè) Ôóíêöèÿ f(z), àíàëèòè÷åñêàÿ â îòêðû-òîì êðóãå ñ öåíòðîì â òî÷êå a, ïðåäñòàâèìà â íåì ñâîèì ðÿäîìÒåéëîðà:

f(z) = f(a) +
f ′(a)

1!
(z − a) +

f ′′(a)

2!
(z − a)2 + . . . (42.5)Èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé ñîõðàíÿþòñÿ â êîì-ïëåêñíîé îáëàñòè:

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ . . . (42.6)

sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
− . . . (42.7)
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cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
− . . . (42.8)(ïåðå÷èñëåííûå ðÿäû ñõîäÿòñÿ äëÿ ëþáîãî z)

ln(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− . . . (42.9)

(1 + z)a = 1 + az +
a(a− 1)

2!
z2 +

a(a− 1)(a− 2)

3!
z3 + . . . (42.10)(ïîñëåäíèå äâà ðÿäà ñõîäÿòñÿ â êðóãå |z| < 1).Âîçíèêàåò âîïðîñ, áóäåò ëè ñóììà ïðîèçâîëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà

+∞
∑

n=0

Cn(z − a)n àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé.Âåéåðøòðàññ1 è Àáåëü2 äîêàçàëè ýòî óòâåðæäåíèå (òåîðåìà 42.4).Ïðèâåäåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå, îïðåäåëÿþùåå âèä îáëàñòè, â êî-òîðîé ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ.Òåîðåìà 42.3. Îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
+∞
∑

n=0

Cn(z − a)n ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå a :

z||z − a| < R, ãäå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:
R =

1

lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

Cn+1

Cn

∣

∣

∣

∣

. (42.11)Âíóòðè ýòîãî êðóãà ðÿä ñõîäèòñÿ, âíå � ðàñõîäèòñÿ, ñõîäèìîñòü íàãðàíèöå òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íå ïðèâîäèòñÿ.Ïðèìåð 42.6. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
+∞
∑

n=0

(z − i)n
√
n

2n
.� å ø å í è å: Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé (42.3) îáëàñòüþ ñõîäè-ìîñòè ÿâëÿåòñÿ êðóã |z − i| < R ñ öåíòðîì â òî÷êå i. Íàéäåì ðàäèóñ1Êàðë Âåéåðøòðàññ (1815�1897) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê2Íèëüñ Àáåëü (1802�1829) � íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê
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R =

1

lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

√
n+ 1 · 2n
2n+1 · √n

∣

∣

∣

∣

= 2.

Òåîðåìà 42.4. Ñóììà ëþáîãî ñòåïåííîãî ðÿäà +∞
∑

n=0

Cn(z − a)n âêðóãå åãî ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè ñóììà ýòîãî ðÿäàåñòü íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ è åãî ìîæíî ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü.Äëÿ èçó÷åíèÿ �óíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â êîëüöåâûõ îáëàñòÿõ âèäà
r < |z − a| < R, ãäå 0 6 r 6 +∞, 0 6 R 6 +∞, ðàññìîòðèì ðàçëîæå-íèå ïî ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì (z − a):

f(z) =
+∞
∑

n=−∞
Cn(z − a)n, (42.12)ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 42.7. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ (42.12) íàçûâàåò-ñÿ ðÿäîì Ëîðàíà3 äëÿ �óíêöèè f(z), åãî ÷àñòü

−1
∑

n=−∞
Cn(z − a)n = C−1(z − a)−1 + C−2(z − a)−2 + . . . (42.13)íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ðÿäà Ëîðàíà, à +∞

∑

n=0

Cn(z − a)n = C0 +

+C1(z − a) + C2(z − a)2 + . . . � ïðàâèëüíîé ÷àñòüþ.Òåîðåìà 42.5. Ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â êîëüöå r < |z − a| < Ròîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â íåìñâîèì ðÿäîì Ëîðàíà (42.12).Ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ïîâåäåíèå �óíêöèé,àíàëèòè÷åñêèõ âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ, òàê íàçûâàåìûõ,îñîáûõ òî÷åê.Îïðåäåëåíèå 42.8. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîéòî÷êîé �óíêöèè f(z), åñëè ñóùåñòâóåò âûêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü ýòîéòî÷êè 0 < |z − a| < R, â êîòîðîé f(z) àíàëèòè÷íà.3Ïüåð Ëîðàí (1813�1854) �ðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê
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a íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷-íûé ïðåäåë lim

z→a
f(z);

a íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì, åñëè |f(z)| íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè
z → a (ò.å. f(z) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè z → a;

a íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, åñëè lim
z→a

f(z) íå ñóùå-ñòâóåò.Òèï îñîáîé òî÷êè �óíêöèè f(z) ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí ïî âèäóðÿäà Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè è íàîáîðîò.Òåîðåìà 42.6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû a áûëà óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷-êîé �óíêöèè f(z), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ ðÿä Ëîðàíàâ îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè íå ñîäåðæàë ãëàâíîé ÷àñòè, ò.å. èìåëâèä: f(z) = +∞
∑

n=0

Cn(z − a)n.Äëÿ òîãî ÷òîáû a áûëà ïîëþñîì �óíêöèè f(z), íåîáõîäèìî è äî-ñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñîäåð-æàë êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ â ãëàâíîé ÷àñòè, ò.å. èìåë âèä: f(z) =
=

+∞
∑

n=−k
Cn(z − a)n.Äëÿ òîãî ÷òîáû a áûëà ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé �óíêöèè f(z),íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè ýòîéòî÷êè ñîäåðæàë áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ, ò.å. èìåë âèä:

f(z) =
+∞
∑

n=−∞
Cn(z − a)n.Çàìå÷àíèå 42.1. Åñëè a � ïîëþñ �óíêöèè f(z), òî ÷èñëî k ÷ëå-íîâ ãëàâíîé ÷àñòè å¼ ðÿäà Ëîðàíà íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïîëþñà. Ýòî÷èñëî íàçûâàþò òàêæå ïîðÿäêîì íóëÿ �óíêöèè 1

f(z)
, ò.ê. ïðè z = aîáðàùàåòñÿ â íóëü ñàìà �óíêöèÿ 1

f(z)
è n− 1 å¼ ïðîèçâîäíàÿ.Îïðåäåëåíèå 42.9. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ öåëîé (ãîëîìîð�-íîé), åñëè îíà àíàëèòè÷íà ïðè âñåõ z (ò.å. íå èìååò êîíå÷íûõ îñîáûõòî÷åê).Î÷åâèäíî, ÷òî öåëàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà, ñõî-äÿùèìñÿ âî âñåé ïëîñêîñòè. Öåëûìè �óíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëå-íû, ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ, sin z, cos z è äð.



126 Ëåêöèÿ 42. Ïîíÿòèÿ î �óíêöèÿõ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîéÏðèìåð 42.7. Îïðåäåëèòü òèï îñîáîé òî÷êè z = 0 äëÿ �óíêöèè
f(z) =

sin z

z
.� å ø å í è å: Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì (42.7), ïðåäñòàâèì äàííóþ�óíêöèþ â âèäå ðÿäà Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z:

sin z

z
= 1− z2

3!
+
z4

5!
− . . .Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé (42.6) z = 0 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîéòî÷êîé ýòîé �óíêöèè.Ïðèìåð 42.8. Îïðåäåëèòü òèï îñîáîé òî÷êè z = 0 äëÿ �óíêöèè

f(z) =
cos z

z
.� å ø å í è å: Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì (42.8), ïðåäñòàâèì äàííóþ�óíêöèþ â âèäå ðÿäà Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z:

cos z

z
=

1

z
− z

2!
+
z3

4!
− . . .Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé (42.6) z = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì 1-ãîïîðÿäêà ýòîé �óíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî z = 0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïåðâîãîïîðÿäêà äëÿ �óíêöèè 1

f(z)
=

z

cos z
. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè z = 0 îáðà-ùàåòñÿ â íóëü ñàìà �óíêöèÿ z

cos z
, à å¼ ïðîèçâîäíàÿ

( z

cos z

)′
=

cos z + z sin z

cos2 zóæå íå ðàâíà íóëþ ïðè z = 0.Ïðèìåð 42.9. Îïðåäåëèòü òèï îñîáîé òî÷êè z = 0 äëÿ �óíêöèè
f(x) = e1/z.� å ø å í è å: Ïî (42.6) èìååì: e1/z = 1 +

1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ . . .�ëàâíàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, ñëåäî-âàòåëüíî, òî÷êà z = 0 äëÿ �óíêöèè f(z) = e1/z ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîîñîáîé.



392 Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòèÑàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòàÏðèìåð 58.6. Íàéòè ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ F = xi+yj+zk ÷åðåçïîâåðõíîñòü êóáà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè: x = −a, x = a,
y = −a, y = a, z = −a, z = a ïî òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî-�àóññà èíåïîñðåäñòâåííî.Ïðèìåð 58.7. Íàéòè ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ
F = xyi + yzj + xzk ÷åðåç ðàñïîëîæåííóþ â ïåðâîé îêòàíòå ÷àñòüñ�åðû x2 + y2 + z2 = 1.Ïðèìåð 58.8. Âûÿñíèòü èìååò ëè âåêòîðíîå ïîëå
F = yzi+ zxj + xyk ïîòåíöèàë è, åñëè äà, íàéòè åãî.Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòèÈíòåãðàë âäîëü ëèíèè â êîìïëåêñíîé îáëàñòè. Òåîðåìà Êîøèäëÿ îäíîñâÿçíîé è ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòåé. Âû÷åò �óíêöèè âèçîëèðîâàííîé òî÷êå. Ïðèìåíåíèå òåîðèè âû÷åòîâ ê âû÷èñëå-íèþ èíòåãðàëîâ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè, ê âû÷èñëåíèþ îïðåäå-ë¼ííûõ èíòåãðàëîâ è íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñ áåñêîíå÷íû-ìè ïðåäåëàìè59.1. Èíòåãðàë âäîëü ëèíèè L â êîìïëåêñíîé îáëàñòè.Ïóñòü L = AB êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ëèíèÿ, ò.å. ëèíèÿ, ñîñòîÿùàÿ èçîòðåçêîâ ñ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé, ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè S íàêîìïëåêñíîé îáëàñòè Z (ðèñ. 127).

z
A

B
z

0

n

zi-1

zi

S

z

ζ i

x

y

�èñ. 127. Ê âûâîäó ïîíÿòèÿ èíòåãðàëà â êîìïëåêñíîé îáëàñòè



Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè 393Îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ îáëàñòè äàíî â ëåêöèè 35. �àçîáüåì ëèíèþ
L íà n ÷àñòåé. Êàê ìû çíàåì (ëåêöèÿ 33) êàæäîé òî÷êå êîìïëåêñ-íîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì íà÷àëü-íóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè L, ñîîòâåòñòâåííî, zA = z0 è zB = zn. Âïè-øåì â L ëîìàíóþ ëèíèþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè ðàçáèåíèÿ. Íà êàæäîéýëåìåíòàðíîé äóãå zi−1zi âîçüì¼ì òî÷êó ξi è ñîñòàâèâ ïðîèçâåäåíèÿ
f(ξi)(zi − zi−1) = f(ξi)∆zi. Îáðàçóåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó n

∑

i=1

f(ξi)∆ziÎïðåäåëåíèå 59.1. Èíòåãðàëîì îò �óíêöèè f(z) êîìïëåêñíîéïåðåìåííîé z âäîëü ëèíèè L íàçûâàåòñÿ ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóì-ìû n
∑

i=1

f(ξi)∆zi, ïðè óñëîâèè, ÷òî äëèíû âñåõ ýëåìåíòàðíûõ äóã ýòîéëèíèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ÷èñëî ñòðåìèòñÿ êáåñêîíå÷íîñòè. Ýòîò ïðåäåë íå äîëæåí çàâèñåòü îò ñïîñîáà ðàçáè-åíèÿ L íà ýëåìåíòàðíûå äóãè è îò âûáîðà íà êàæäîé èç íèõ òî÷êè
ξi. Ïîëó÷åííûé ïðåäåë îáîçíà÷àåòñÿ

∫

L

f(z)dz = lim
n→+∞

n
∑

i=1

f(ξi)∆zi. (59.1)Â äàëüíåéøåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ ââåäåííûé òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë(59.1) áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî èíòåãðàëîì âäîëü ëèíèè L áåç óïîìè-íàíèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, ÷òî óæå îïðåäåëÿåòñÿ ñàìîé òåìîéëåêöèè.Êàê èçâåñòíî ñòóäåíòàì, êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ z (ëåêöèÿ 33)è å¼ �óíêöèÿ f(z) (ëåêöèÿ 42) ñîñòîÿò èç äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé÷àñòåé, ò.å. z = x + iy, f(z) = u + iv, ãäå u = u(x; y), v = v(x; y). Ïîä-ñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ z è f(z) â èíòåãðàë è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî i2 = −1,ïîëó÷èì
∫

L

f(z)dz =

∫

L

(u+ iv)(dx+ idy) =

∫

L

udx− vdy+ i

∫

L

vdx+udy. (59.2)Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíàÿRe ∫
L

f(z)dz =
∫

L

u(x; y)dx−v(x; y)dyè ìíèìàÿ Im
∫

L

f(z)dz =
∫

L

v(x; y)dx+ u(x; y)dy ÷àñòè èíòåãðàëà âäîëüëèíèè L ÿâëÿþòñÿ êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè ïî êîîðäèíàòàì (ëåê-öèÿ 57) è îáëàäàþò âñåìè ñâîéñòâàìè òàêèõ èíòåãðàëîâ, èçó÷åííûìèíàìè â ëåêöèè 57. �àññìîòðèì äâà ïðèìåðà íà âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîââäîëü çàäàííîé ëèíèè L.



394 Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòèÏðèìåð 59.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫
L

Imzdz âäîëü ïðÿìîé, ñîåäè-íÿþùåé íà÷àëî êîîðäèíàò ñ òî÷êîé z = 1 + 2i (ðèñ. 128).� å ø å í è å:
y

z

1

2

x

�èñ. 128. Ê ïðèìåðó 59.1

z

11

1

0
ϕΒ Α�èñ. 129. Ê ïðèìåðó 59.2

Óðàâíåíèå ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ y = 2x, dy = 2dx. Èìååì
Imz = Im(x+ iy) = y. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫

0z

Imzdz =

∫

0z

y(dx+ idy) =

1
∫

0

2xdx+ i

1
∫

0

4xdx =

= x2
∣

∣

1

0
+ i · 2x2

∣

∣

1

0
= 1 + 2i.Ïðèìåð 59.2. Âû÷èñëèòü ∫

L

|z|dz, ãäå L � âåðõíÿÿ ïîëóîêðóæ-íîñòü ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ðèñ. 129).� å ø å í è å:Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå çàäàííîé îêðóæíîñòè:
z = cosϕ; y = sinϕ, (0 6 ϕ 6 π).Ñëåäîâàòåëüíî, z = cosϕ+ i sinϕ, dz = (− sinϕ + i cosϕ)dϕ,

|z| =
√

x2 + y2 +

√

cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1.



Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè 395Òàêèì îáðàçîì,
∫

AB

|z|dz =

π
∫

0

(− sinϕ+ i cosϕ)dϕ = cosϕ|π0 + i sinϕ|π0 = −1− 1 = −2.Åñëè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ çàìêíóòûé, òî, êàê è äëÿ êðèâîëè-íåéíûõ èíòåãðàëîâ, ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îáõîäà ïðèíÿòîñ÷èòàòü òàêîå íàïðàâëåíèå, ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî êîòîðîìó îáëàñòü,ëåæàùàÿ âíóòðè êîíòóðà, íàõîäèòñÿ ñëåâà, ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëå-íèÿ îáõîäà çíàê èíòåãðàëà ìåíÿåòñÿ (ñì. ëåêöèþ 57).Ïðèìåð 59.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∮
L

dz

z
(ðèñ. 130).

z

|z|=1

1

1

0

y

x

�èñ. 130. Ê ïðèìåðó 59.3� å ø å í è å: Ïðåäñòàâèì z â ïîêàçàòåëüíîé �îðìå z = |z|eiϕ = eiϕ(ñì. ëåêöèþ 33), dz = ieiϕdϕ (0 6 ϕ 6 2π). Ñëåäîâàòåëüíî,
∮

|z|=1

dz

z
=

2π
∫

0

ieiϕdϕ

eiϕ
= iϕ|2π0 = 2πi.59.2. Òåîðåìà Êîøè äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòèÒåîðåìà 59.1. Òåîðåìà Êîøè äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè.Åñëè �óíêöèÿ f(z) = u(x; y) + iv(x; y) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îä-íîñâÿçíîé îáëàñòè S, òî èíòåãðàë ∮
L

f(z)dz ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó



396 Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòèêîíòóðó, ïðèíàäëåæàùåìó ýòîé îáëàñòè ðàâåí íóëþ, à ∫
LAB

f(z)dz íåçàâèñèò îò âèäà êðèâîé L, à çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîé è êîíå÷-íîé òî÷åê ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ zA è zB.Ä î ê a ç à ò å ë ü ñ ò â î: Â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (59.2)
Re
∫

L

f(z)dz =
∫

L

udx − vdy, Im ∫
L

f(z)dz =
∫

L

vdx + udy. Êàê íàì èç-âåñòíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

LAB

Pdx + Qdy íåçàâèñåë îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ L, è, ñîîòâåòñòâåííî, ïî çàìêíóòîìóêîíòóðó áûë ðàâåí íóëþ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿ-ëèñü óñëîâèÿ (57.8) ∂Q
∂x

=
∂P

∂y
.Äëÿ èíòåãðàëà

∫

L

udx− vdy : P = u,Q = −v → ∂Q

∂x
= −∂v

∂x
;
∂P

∂y
=
∂u

∂y
,äëÿ èíòåãðàëà

∫

L

vdx+ udy : P = v, Q = u→ ∂Q

∂x
=
∂u

∂x
;
∂P

∂y
=
∂v

∂y
.Ïî óñëîâèþ òåîðåìû �óíêöèÿ f(z) = u+iv àíàëèòè÷åñêàÿ, ò.å. äëÿíå¼ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-�èìàíà (42.12) ∂u

∂x
=
∂v

∂y
; ∂u
∂y

= −∂v
∂xè, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ (57.8) âûïîëíåíû. Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâè-òåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè èíòåãðàëà ∫

L

f(z)dz íå çàâèñÿò îò ïóòè èíòå-ãðèðîâàíèÿ, à ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îíè ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëü-íî, è ñàì èíòåãðàë ∫
L

f(z)dz îáëàäàåò ýòèìè ñâîéñòâàìè è, â ÷àñòíîñòè,èìååò ìåñòî �îðìóëà
∮

L

f(z)dz = 0. (59.3)Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ñâîéñòâ èíòåãðàëà îò àíàëèòè-÷åñêîé �óíêöèè â ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ. Â ëåêöèè 35 äàíî îïðå-äåëåíèå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè. Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå n-ñâÿçíîéîáëàñòè.



Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè 397Îïðåäåëåíèå 59.2. n-ñâÿçíîé îáëàñòüþ íàçûâàåòñÿ îáëàñòü, ãðà-íèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç n îòäåëüíûõ, íå ñâÿçíûõ ìåæäó ñîáîéó÷àñòêîâ.Ïóñòü �óíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â 3x ñâÿçíîé îáëà-ñòè S, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç çàìêíóòûõ êîíòóðîâ L0, L1, L2(ðèñ. 131).
Z

x

y

A
B

C D

L0S

L

L2

1

H
H

H
HB

B B

B

�èñ. 131. Ïðèìåð 3-õ ñâÿçíîé îáëàñòèÑäåëàâ ðàçðåçû îò òî÷êèA ∈ L0 äî òî÷êèB ∈ L1 è îò òî÷êèC ∈ L1äî òî÷êè D ∈ L2 ìû ïîëó÷èì îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþíåïðåðûâíîé êðèâîé
L = AíLoAâBâL1âCâDâL2DíCíL1íBíAí,â êîòîðîé �óíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà. Âûøå èíäåêñàìè ¾í¿ è ¾â¿ ìûîáîçíà÷àëè, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíèé è âåðõíèé êðàÿ ðàçðåçà. Ñîãëàñ-íî òåîðåìå 59.2

∮

L

f(z)dz =

∫

AíL0Aâ +

∫

AâBâ +

∫

BâL1âCâ +

∫

CâDâ +

∫

DâL2Dí +

+

∫

DíCí +

∫

CíL1íBí +

∫

BíAí = 0.Ïî ñâîéñòâàì èíòåãðàëà
∫

AâBâ = −
∫

BíAí , ∫

CâDâ = −
∫

DíCí , ∫

BâL1âCâ + ∫

CíL1íBí = −
∮

L1

f(z)dz � ïî÷àñîâîé ñòðåëêå, ∫

DâL2Dí =
∮

L2

f(z)dz, ∫

AíL0Aâ =
∮

L0

f(z)dz.



398 Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòèÒàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïîëîæèòåëüíûé îáõîä ïðîòèâ ÷àñîâîéñòðåëêè
∮

L0

f(z)dz =

∮

L1

f(z)dz +

∮

L2

f(z)dz.Â ñëó÷àå n âíóòðåííèõ êîíòóðîâ ìû ïîëó÷èì �îðìóëó
∮

L0

f(z)dz =

n
∑

k=1

∮

Lk

f(z)dz (59.4)è äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 59.2. Òåîðåìà Êîøè äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè. Åñëè�óíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè S,òî èíòåãðàë ïî âíåøíåìó êîíòóðó L0 ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïîâíóòðåííèì êîíòóðàì Lk, ïðè ýòîì âñå îíè ïðîõîäÿòñÿ ïðîòèâ ÷à-ñîâîé ñòðåëêè.Åñëè ñðåäè âíóòðåííèõ ãðàíèö èìåþòñÿ ðàçðåçû èëè èçîëèðîâàí-íûå ¾âûêîëîòûå¿ òî÷êè, èõ ñëåäóåò îõâàòèòü çàìêíóòûìè êîíòóðàìè,âíóòðè êîòîðûõ íåò äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê.Ïðèìåð 59.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∮
L

(z − a)mdz, ãäå L � çàìêíó-òûé êîíòóð, à m � öåëîå ÷èñëî.� å ø å í è å: Åñëè òî÷êà a ëåæèò âíå êîíòóðà L ïîäûíòåãðàëüíàÿ�óíêöèÿ (z − a)m ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âíóòðè L, ïðè ëþáîì m è,ñëåäîâàòåëüíî, ∮
L

(z − a)mdz = 0.
Z

x

y

S

a

|z−a|=

L

δ

�èñ. 132. δ-îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè a, ðàñïîëîæåííîéâíóòðè êîíòóðà L



Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè 399Ïóñòü òåïåðü òî÷êà a ðàñïîëîæåíà âíóòðè êîíòóðà L. Òîãäà, åñ-ëè m ≥ 0 ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âî âñåéïëîñêîñòè Z è, ñëåäîâàòåëüíî ∮
L

(z − a)mdz = 0. �àññìîòðèì òåïåðüñëó÷àé, êîãäà m < −1, òîãäà òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé íàõîäÿ-ùåéñÿ âíóòðè L. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ ìàëóþ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè
a, öåëèêîì ðàñïîëîæåííóþ âíóòðè L (ðèñ. 132), íà ãðàíèöå ýòîé δ-îêðåñòíîñòè C : |z − a| = δ, à z = a+ δeiϕ.Ôóíêöèÿ (z−a)m ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â 2x ñâÿçíîé îáëàñòè S,ðàñïîëîæåííîé ìåæäó L è CÑëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 59.2

∮

L

(z − a)mdz =

∮

C

(z − a)mdz =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m 6= −1
k = −m > 0
z − a = δeiϕ

dz = iδeiϕdϕ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∮

(z−a)=δ

dz

(z − a)k
=

2π
∫

0

iδeiϕdϕ

δkeikϕ
= iδ1−k

2π
∫

0

dϕ

ei(k−1)ϕ
=

= iδ1−k
e−i(k−1)ϕ

(1− k)i

∣

∣

∣

∣

2π

0

= 0,ò.ê. ez ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé ñ T = 2πi.Ïóñòü òåïåðü m = −1, òîãäà ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì (59.3)
∮

|z−a|=δ

dz

z − a
=

2π
∫

0

iδeiϕdϕ

δeiϕ
= iϕ|2π0 = 2πi.Èòàê, îêîí÷àòåëüíî, èìååì

∮

L

(z − a)mdz =

{

2πi, m = −1,
0, m 6= −1.

(59.5)59.3. Âû÷åò �óíêöèè f(z) â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êåÏóñòü a � åäèíñòâåííàÿ èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà, íàõîäÿùàÿñÿâíóòðè êîíòóðà L.



400 Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòèÎïðåäåëåíèå 59.3. Âû÷åòîì �óíêöèè f(z) â èçîëèðîâàííîé îñî-áîé òî÷êå a íàçûâàþò èíòåãðàë 1
2πi

∮

L

f(z)dz, äëÿ êîòîðîãî ïðèíÿòîîáîçíà÷åíèå
Resf(z) =

1

2πi

∮

L

f(z)dz. (59.6)�àçëîæèì �óíêöèþ f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè a â ðÿä Ëîðàíà (42.4)
f(z) = · · ·+ C−1

(z − a)n
+ · · ·+ C−2

(z − a)2
+

C−1

z − a
+

+C0 + C1(z − a) + · · ·+ Cn(z − a)n + . . .Ïóñòü äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ â îáëàñòè 0 < |z − a| < R, ò.å. âî âñåõòî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì âòî÷êå a, êðîìå ñàìîé òî÷êè a. Ïóñòü êîíòóð L ëåæèò âíóòðè êîëüöà
0 < |z−a| < R. Ïðîèíòåãðèðóåì ïî÷ëåííî ðÿä (42.4) ïî ýòîìó êîíòóðó
∮

L

f(z)dz =
+∞
∑

m=2

C−m

∮

L

dz

(z − a)m
+ C−1

∮

L

dz

z − a
+

+∞
∑

k=0

Ck

∮

L

(z − a)kdz.Íà îñíîâàíèè ðàçîáðàííîãî ïðèìåðà (59.4) âñå èíòåãðàëû ñïðàâàâ ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè, êðîìå ∮
L

dz
z−a = 2πi, ðàâíû íóëè è, ñëåäî-âàòåëüíî, ∮

L

f(z)dz = C−12πi, îòêóäà ñëåäóåò íà îñíîâàíèè �îðìóëû(59.6) âû÷åò â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå a òàêæå ðàâåí êîý��è-öèåíòó C−1 â ðàçëîæåíèè �óíêöèè f(z) â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòèýòîé òî÷êè.
Resf(a) = C−1. (59.7)Â ëåêöèè 42 äàíà êëàññè�èêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê �óíêöèè f(z), ñî-ãëàñíî êîòîðîé îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé åñëè ñîîòâåòñòâóþ-ùèé ðÿä Ëîðàíà íå ñîäåðæèò ãëàâíîé ÷àñòè, ïîëþñîì n-ãî ïîðÿäêà �åñëè ãëàâíàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò n ÷ëåíîâ, è ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé� åñëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ. Íà îñíîâàíèè ñêàçàííîãî, î÷åâèäíî,÷òî âû÷åò �óíêöèè â óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êå ðàâåí íóëþ.Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì n-ãî ïîðÿäêà �óíêöèè f(z), òîðàçëîæåíèå ýòîé �óíêöèè â ðÿä Ëîðàíà èìååò âèä:

f(z) =
C−n

(z − a)n
+

C−n+1

(z − a)n−1
+ · · ·+ C−1

z − a
+

+∞
∑

k=0

Ck(z − a)k.



Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè 401Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ íà (z − a)n ïîëó÷èì
(z − a)nf(z) = C−n + C−n+1(z − a) + · · ·+ C−1(z − a)n−1+

+
+∞
∑

k=0

Ck(z − a)k+n.Ïðîäè��åðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ n− 1 ðàç
dn−1

dzn−1
((z − a)nf(z)) = C−1(n− 1)! + C0n(n− 1) . . .

. . . 2(z − a) + C1(n+ 1)n . . . 3(z − a)2 + . . .Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè z → a ïîëó÷èì
lim
z→a

dn−1

dzn−1
((z − a)nf(z)) = C−1(n− 1)! = (n− 1)!Resf(a).Îòêóäà, îêîí÷àòåëüíî, íàõîäèì, ÷òî âû÷åò �óíêöèè f(z) â ïîëþñå

n-ãî ïîðÿäêà
Resf(a) =

1

(n− 1)!
lim
z→a

dn−1

dzn−1
((z − a)nf(z)) . (59.8)Ïðèìåð 59.5. Íàéòè âû÷åò �óíêöèè f(z) = z5

(z + 1)4
.� å ø å í è å: Ôóíêöèÿ 1

f(z)
= (z+1)4

z5
èìååò â òî÷êå z = −1 íóëü4-ãî ïîðÿäêà, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f(z) = z5

(z+1)4
èìååò â ýòîé òî÷êåïîëþñ 4-ãî ïîðÿäêà (ñì. ëåêöèþ 42). Ïî �îðìóëå (59.8)

Res
z5

(z + 1)4

∣

∣

∣

∣

z=−1

=
1

3!
lim
z→−1

d3

dz3

(

(z + 1)4
z5

(z + 1)4

)

=

=
1

3!
lim
z→−1

(z5)III =
1

3!
lim
z→−1

5 · 4 · 3z2 = 5 · 4 · 3
1 · 2 · 3 = 10.Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì 1-ãî ïîðÿäêà èëè èíà÷å ïðîñòûìïîëþñîì, òî ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî 0! = 1 è f 0(z) = f(z), èç (59.8) ïðè

n = 1 ïîëó÷àåì
Resf(a) = lim

z→a
(z − a)f(z). (59.9)Ïðèìåð 59.6. Íàéòè âû÷åòû â îñîáûõ òî÷êàõ �óíêöèè f(z) =

=
z2

z2 − 1
.



402 Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè� å ø å í è å: 1
f(z)

= z2−1
z2

= (z−1)(z+1)
z2

èìååì äâà ïðîñòûõ íóëÿ
a1 = 1, a2 = −1. Ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ f(z) = z2−1

z2
èìååò â ýòèõòî÷êàõ ïðîñòûå ïîëþñà, êîòîðûå íàõîäèì ïî �îðìóëå (59.9)

Res
z2

z2 − 1

∣

∣

∣

∣

z=1

= lim
z→1

(z − 1)
z2

z2 − 1
= lim

z→1

z2

z + 1
=

1

2
,

Res
z2

z2 − 1

∣

∣

∣

∣

z=−1

= lim
z→−1

(z + 1)
z2

z2 − 1
= lim

z→−1

z2

z − 1
= −1

2
.Åñëè �óíêöèÿ f(z) èìååò âèä f(z) = ϕ(z)

ψ(z)
, ãäå ϕ(z) è ψ(z) àíàëè-òè÷åñêèå �óíêöèè â òî÷êå a, ïðè÷¼ì ϕ(a) 6= 0, à òî÷êà a ÿâëÿåòñÿïðîñòûì íóë¼ì äëÿ çíàìåíàòåëÿ ψ(z), ò.å. ψ(a) = 0, íî ψ′(a) 6= 0, òîèç �îðìóëû (59.8)

Resf(a) = lim
z→a

(z − a)
ϕ(z)

ψ(z)
= ϕ(a) lim

z→a

1
ψ(z)−ψ(a)

z−a
=
ϕ(a)

ψ′(a)
.Òàêèì îáðàçîì, âû÷åò â ïðîñòîì ïîëþñå a �óíêöèè f(z) = ϕ(z)

ψ(z)
,

ϕ(a) 6= 0, ψ(a) = 0, ψ′(a) 6= 0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
Res

ϕ(z)

ψ(z)

∣

∣

∣

∣

z=a

=
ϕ(a)

ψ′(a)
. (59.10)Ïðèìåð 59.7. Íàéòè âû÷åòû â îñîáûõ òî÷êàõ �óíêöèè èç ïðè-ìåðà 59.6.� å ø å í è å: f(z) = z2

z2−1
èìååò äâà ïðîñòûõ ïîëþñà a1 = 1è a2 = −1. Ïðè ϕ(z) = z2 â ýòèõ òî÷êàõ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïî(59.10) íàõîäèì

Res
z2

z2 − 1

∣

∣

∣

∣

z=1

=
z2

2z

∣

∣

∣

∣

z=1

=
1

2
; Res

z2

z2 − 1

∣

∣

∣

∣

z=−1

=
z2

2z

∣

∣

∣

∣

z=−1

= −1

2
.Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé �óíêöèè f(z),òî òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ðàñêëàäûâàòü �óíêöèþ f(z) âðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè è íàõîäèòü êîý��èöèåíò C−1.Ïðèìåð 59.8. Íàéòè âû÷åò �óíêöèè f(z) = e1/z â òî÷êå z = 0.� å ø å í è å: Òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé�óíêöèè f(z) = e1/z. �ÿä Ëîðàíà ïîëó÷åí äëÿ íå¼ â ïðèìåðå 42.3:

e1/z = 1 +
1

z
+

1

2!z2
+ · · ·+ 1

n!zn
+ . . .



Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè 403Ñëåäîâàòåëüíî, C−1 = 1 è Res e1/z
∣

∣

z=0
= 1.59.4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè âû÷åòîâ ê âû÷èñëåíèþèíòåãðàëîâ â êîìïëåêñíîé îáëàñòèÒåîðåìà 59.3. Îñíîâíàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõ. Åñëè �óíêöèÿ f(z)àíàëèòè÷åñêàÿ â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè S (ñì. ëåêöèþ35), ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êîíòóð L, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷-íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê ak ∈ S, k = 1, 2 . . . , n, òîèíòåãðàë îò L â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ðàâåí ñóììå âû÷åòîâ

f(z) â ýòèõ îñîáûõ òî÷êàõ, óìíîæåííîé íà 2πi

∮

L

f(z)dz = 2πi
n
∑

k=1

Resf(ak). (59.11)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î: Îêðóæèì êàæäóþ îñîáóþ òî÷êó akîêðóæíîñòÿìè γk, íå ñîäåðæàùèìè âíóòðè ñåáÿ äðóãèõ îñîáûõ òî÷åêè íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ äðóã ñ äðóãîì (ðèñ. 133).

x

y

L
Sγ

γ
γ

1

2

n

a

a

a

1

2

n

z

�èñ. 133. Ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû î âû÷åòàõÂ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðàìè L, γ1, γ2, . . . , γn�óíêöèÿ f(z) áóäåò àíàëèòè÷åñêîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 59.2
∮

L

f(z)dz =
n
∑

k=1

∮

γk

f(z)dz,íî ïî (59.6)
∮

γk

f(z)dz = 2πiResf(ak),



404 Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòèîòêóäà ñëåäóåò �îðìóëà (59.11) è, ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàòåëüñòâî òåî-ðåìû 59.3.Ïðèìåð 59.9. Âû÷èñëèòü ∮

|z|=3/2

ezdz

z4 + 3z2 − 4
.� å ø å í è å: Ôóíêöèÿ f(z) = ezdz

z4+3z2−4
èìååò îñîáûå òî÷êè, âêîòîðûõ çíàìåíàòåëü z4 + 3z2 − 4 = 0. �àçëîæèâ z4 + 3z2 − 4 = 0 íàìíîæèòåëè z4+3z2− 4 = (z− 1)(z+1)(z− 2i)(z+2i), íàõîäèì îñîáûåòî÷êè a1 = 1, a2 = −1, a3 = 2i, a4 = −2i, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìèïîëþñàìè. Âíóòðè îêðóæíîñòè |z| = 3/2 íàõîäÿòñÿ ëèøü äâà èç íèõ

a1 è a2, à a3 è a4 ëåæàò âíå å¼ (ðèñ. 134).
Z

|z|=1

y

1

1 x2

2

-2

-1

|z|=3/2

0

�èñ. 134. Ê ïðèìåðó 59.9Òàêèì îáðàçîì,
∮

|z|=3/2

ezdz

z4 + 3z2 − 4
= 2πi

(

Res
ez

z4 + 3z2 − 4

∣

∣

∣

∣

z=1

+

+ Res
ez

z4 + 3z2 − 4

∣

∣

∣

∣

z=−1

)

.Äëÿ íàõîæäåíèÿ âû÷åòîâ â ïðîñòûõ ïîëþñàõ z = 1 è z = −1 íàøåé�óíêöèè íà îñíîâàíèè (59.10) èìååì
Res

ez

z4 + 3z2 − 4

∣

∣

∣

∣

z=a

=
ea

4a3 + 6a
,



Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè 405îòêóäà, ïîäñòàâëÿÿ a = 1 è a = −1, ïîëó÷àåì
Res

ez

z4 + 3z2 − 4

∣

∣

∣

∣

z=1

e

10
; Res

ez

z4 + 3z2 − 4

∣

∣

∣

∣

z=−1

= −e
−1

10
= − 1

10e
.Ñëåäîâàòåëüíî,

∮

|z|=3/2

ezdz

z4 + 3z2 − 4
= 2πi

(

e

10
− 1

10e

)

=
πi

5e
(e2 − 1).59.5. Ïðèìåíåíèå òåîðèè âû÷åòîâ ê âû÷èñëåíèþîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ è íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìèÄëÿ íàõîæäåíèÿ îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæ-íûì ñäåëàòü çàìåíó, ïåðåâîäÿùóþ èõ â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü è çàòåìïðèìåíèòü îñíîâíóþ òåîðåìó î âû÷åòàõ.Ïðèìåð 59.10. Íàéòè èíòåãðàë 2π

∫

0

dϕ

a+ cosϕ
(a > 1).� å ø å í è å: Ïîëîæèì eiϕ = z, dz = ieiϕdϕ = izdϕ, cosϕ =

= eiϕ+e−iϕ

2
= z2+1

2z
. Åñëè ϕ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2π, òî z ïðîõîäèò îêðóæ-íîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà |z| = 1. Òàêèì îáðàçîì

2π
∫

0

dϕ

a+ cosϕ
=

∮

|z|=1

dz

iz(a+ z2+1
2z

)
=

2

i

∮

|z|=1

dz

z2 + 2az + 1
=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z2 + 2az + 1 = 0,

z1,2 = −a±
√
a2 − 1 ,Res 1

z2+2az+1

∣

∣

z1
= 1

2z+2a

∣

∣

z1
z1 ∈ |z| < 1,
z2 ∈ |z| > 1, = 1

2
√
a2−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= 2πi
2

i
· 1

2
√
a2 − 1

=
2π√
a2 − 1

.Îäíàêî çíà÷èòåëüíî áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåíåíèåòåîðèè âû÷åòîâ ê íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëàì ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäå-ëàìè. Ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì, êîãäà ïðè ïåðåõîäå â êîìïëåêñ-íóþ îáëàñòü ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ïî ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà
N (ðèñ. 135) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N → +∞.
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z

0

y

N N x

N

x x x x1 2 k xm-1 m

a

a

a
a

a1

2

j
n-1

n�èñ. 135. Ê ïðèìåíåíèþ òåîðèè âû÷åòîâ ê âû÷èñëåíèþíåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìèÍèæå ìû ñ�îðìóëèðóåì äâå òåîðåìû è ïðèâåäåì ïðèìåðû íà èõïðèìåíåíèå.Òåîðåìà 59.4. Åñëè �óíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â âåðõ-íåé ïîëóïëîñêîñòè Imz ≥ 0 çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ òî÷åê aj ,
j = 1, 2, . . . n Imaj > 0, êðîìå òîãî, äëÿ f(z) áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿòî÷êà ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ïîðÿäêà íå íèæå âòîðîãî, òî èìååò ìåñòî�îðìóëà

+∞
∫

−∞

f(x)dx = 2πi

n
∑

j=1

Resf(aj). (59.12)
Ïðèìåð 59.11. Âû÷èñëèòü +∞

∫

−∞

x2 + 1

x4 + 1
dx.� å ø å í è å: Äëÿ �óíêöèè f(z) = z2+1
z4+1

áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿíóë¼ì 2-ãî ïîðÿäêà. Â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èìååòñÿ äâà ïðîñòûõïîëþñà (ñì. ïðèìåð 33.6 ëåêöèè 33)
a1,2 =

√
2

2
(i± 1); Res

z2 + 1

z4 + 1

∣

∣

∣

∣

a1,2

=
a21,2 + 1

4a31,2
=

1
2
(i2 ± 2i+ 1) + 1

4
2
√
2
(i3 ± 3i2 + 3i± 1)

=

=
±i+ 1
4√
2
(i∓ 1)

=

√
2

4

1± i

i∓ 1
· i± 1

i± 1
=

√
2(i± i2 ± 1 + i)

4(i2 − 1)
= −

√
2i

4
.



Ëåêöèÿ 59. Èíòåãðàëû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè 407Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (59.12)
+∞
∫

−∞

x2 + 1

x4 + 1
dx = 2πi

(

−
√
2

4
i−

√
2

4
i

)

= 2πi

(

−
√
2

2
i

)

= π
√
2.Ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû ìû íàéäåì íåêîòîðûå íå âûðàæà-þùèåñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ èíòåãðàëû.Òåîðåìà 59.5. Åñëè �óíêöèÿ f(z) = g(z)eiαz, ãäå α > 0, g(z) → 0ïðè |z| → +∞, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

Imz ≥ 0 çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ òî÷åê aj, j = 1, 2, . . . , n (Imaj > 0) èïðîñòûõ ïîëþñîâ xk, k = 1, . . . , m ðàñïîëîæåííûõ íà îñè x (ðèñ. 135),òî èìååò ìåñòî �îðìóëà
+∞
∫

−∞

f(x)dx = 2πi

(

n
∑

j=1

Resf(aj) +
1

2

m
∑

k=1

Resf(xk)

)

. (59.13)
Ïðèìåð 59.12. Íàéòè +∞

∫

−∞

sin x

x
dx è +∞

∫

−∞

cosx

x
dx.� å ø å í è å: Ýòî òàê íàçûâàåìûå ¾íåáåðóùèåñÿ¿ èíòåãðàëû(ñì. ëåêöèþ 43). Íà îñíîâàíèè �îðìóëû Ýéëåðà (33.23)

eix = cosx + i sin x è +∞
∫

−∞

eix

x
dx =

+∞
∫

−∞

cosx

x
dx+ i

+∞
∫

−∞

sin x

x
dx.Ôóíêöèÿ f(z) = eiz

z
óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 59.5,äëÿ íå¼ α = 1, g(z) = 1

z
→ 0 ïðè |z| → +∞. Îíà èìååò îäèí ïðîñòîéïîëþñ â òî÷êå z = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, Res eiz

z

∣

∣

∣

z=0
= eiz

1

∣

∣

∣

z=0
= e0 = 1.Òàêèì îáðàçîì,

+∞
∫

−∞

cosx

x
dx+ i

+∞
∫

−∞

sin x

x
dx = 2πi

1

2
Res

eiz

z

∣

∣

∣

∣

z=0

= πi.Îòêóäà, ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì
+∞
∫

−∞

cosx

x
dx = 0, a +∞

∫

−∞

sin x

x
dx = π.
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Ïðèìåð 59.13. Íàéòè +∞

∫

−∞

sin x

x4 − 1
dx è +∞

∫

−∞

cosx

x4 − 1
dx.� å ø å í è å:Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 59.12 ââîäèì

+∞
∫

−∞

eix

x4 − 1
dx =

+∞
∫

−∞

cosx

x4 − 1
dx+ i

+∞
∫

−∞

sinx

x4 − 1
dx.Ôóíêöèÿ f(z) = eiz

z4−1
óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû (59.5),äëÿ íå¼ α = 1, g(z) = 1

z4−1
→ 0 ïðè z → +∞ î÷åâèäíî, ÷òî z4 − 1 =

= (z − 1)(z + 1)(z2 + 1) èìååò äâà ïðîñòûõ ïîëþñà íà îñè x : a1 = 1,
a2 = −1 è åù¼ îäèí ïðîñòîé ïîëþñ a3 = i â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.Íàõîäèì â íèõ âû÷åòû èñïîëüçóÿ �îðìóëó (59.10)

Res
eiz

z4 − 1

∣

∣

∣

∣

z=aj

=
eiaj

4a3j
; Resf(1) =

ei

4
=

cos 1 + i sin 1

4
;

Resf(−1) = −e
−i

4
=

− cos 1 + i sin 1

4
; Resf(i) =

e−1

−4i
=

i

4e
.Òîãäà ïî �îðìóëå (59.10) èìååì

+∞
∫

−∞

cosx

x4 − 1
dx+ i

+∞
∫

−∞

sin x

x4 − 1
dx =

= 2πi

(

Resf(i) +
1

2
(Resf(1) + Resf(−1))

)

=

= 2πi

(

i

4e
+

cos 1 + i sin 1− cos 1 + i sin 1

2

)

= − π

2e
− 2π sin 1.Îòêóäà

+∞
∫

−∞

cosx

x4 − 1
dx = −π

(

1

2e
+ 2 sin 1

)

,

+∞
∫

−∞

sinx

x4 − 1
dx = 0.




