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Приложение 

 
 Подробно содержание «Приложения» изложено в учебном пособии: 

Аксененкова И.М., Малыгина О.А., Чекалкин Н.С., Шухов А.Г. «Ряды. 

Интеграл и преобразование Фурье. Приложения». М.: МИРЭА, 2015.  

 Данное учебное пособие рекомендовано Научно-методическим со-

ветом по математике Министерства образования и науки Российской 

Федерации в качестве учебного пособия для студентов высших учебных 

заведений (инженерно-технические направления подготовки).  

 Содержание «Приложения»: 

 - числовые ряды, признаки сходимости; понятие абсолютной и 

условной сходимости; действия с рядами; 

 - функциональные ряды, область сходимости; понятие равномерной 

сходимости ряда; признак Вейерштрасса; непрерывность суммы функ-

ционального ряда; почленное интегрирование и дифференцирование ря-

да; 

 - степенные ряды и их свойства; теорема Абеля; ряд Тейлора; раз-

ложения элементарных функций в ряд Тейлора (Маклорена); 

 - приложения степенных рядов; 

 - ряд Фурье; сходимость ряда Фурье; представление периодической 

функции рядом Фурье; 

 - интеграл Фурье, преобразование Фурье; 

 - решение волнового уравнения методом Фурье. 

  

 

1. Числовые ряды 
Числовой ряд, сходимость числового ряда 

 

Определение. Пусть задана числовая последовательность  

,...,...,, 21 naaa . Составленное из членов этой последовательности выра-

жение ......21  naaa называется числовым рядом,  члены последова-

тельности называются членами этого ряда, na  - общий член ряда. Обыч-

но  числовой ряд кратко записывается в виде  


1n

na . 

Рассмотрим суммы ,11 aS  ,212 aaS  .  .  . nn aaaS  ...21 . 

Определение. Сумма nn aaaS  ...21  называется n-ой частичной 

суммой ряда. Частичные суммы образуют новую числовую последова-

тельность  ,...,...,, 21 nSSS  . 
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Определение. Числовой ряд называется сходящимся, если суще-

ствует конечный предел последовательности его частичных сумм, т.е.     

SSn
n




lim . Число S  называется суммой ряда.  

Определение. Числовой ряд называется расходящимся, если предел 

последовательности частичных сумм равен бесконечности или не суще-

ствует. 

Рассмотрим примеры на вычисление суммы ряда по определению. 

Пример. Вычислить сумму ряда 
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n nn
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Решение. Представим общий член ряда в виде разности  

)23(3
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1
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и вычислим частичную сумму с номером n  
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nnn
Sn

 Существует конечный n
n

S


lim  = 61 . Значит, данный ряд сходится и его 

сумма равна 61 . 

Пример.  Исследовать на сходимость ряд  




1

)12(
n

n ...)12(...531  n . 

Решение. Вычислим частичную сумму этого ряда 

2

2

)12(1
)12(...531 nn

n
nSn 




. 

В этом примере 


n
n

Slim , следовательно, данный ряд расходится. 

Пример. Исследовать на сходимость ряд 

...(-1)...-11-1)1( 1n

1

1  





n

n . 

Решение. У этого ряда все частичные суммы с нечетными номера-

ми равны 1, а частичные суммы с четными номерами равны 0. Значит, 

предел последовательности частичных сумм не существует, и ряд расхо-

дится. 

 

Геометрическая прогрессия и гармонический ряд 

 

Определение. Геометрической прогрессией называется числовая 

последовательность )0  ,0(    ... ,  , . ..  ,  ,  , 12  qbbqbqbqb n .  Суммируя члены 

геометрической прогрессии, получим ряд  





1

1

n

nqb .  
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Теорема. Ряд  





1

1

n

nqb  сходится при условии 1q , и его сумма 

равна 
q

b

1
. Если 1q ,  то ряд 






1

1

n

nqb  расходится. 

Доказательство. Запишем частичную сумму этого ряда 
n

n bqbqbqbS   . ..  2

1   двумя способами: 

n

n

n SqbbqbqbqbS  

 ) . ..  ( 1

1 , 
n

n

nn

n bqSbqbqbqbS  

 ) . ..  ( 1

1 . 

Приравнивая эти выражения:   n

nn bqSSqb  ,    получим  

)1()1( n

n qbqS  . 

Предполагая, что 1q , выразим nS :   
q

qb
S

n

n





1

)1(
. 

В случае, когда 1q , очевидно, что bnSn   и 


n
n

Slim , т.е. ряд 

расходится. 

Если 1q , то 0lim 


n

n
q  и  

q

b
Sn

n 


 1
lim , т.е. ряд сходится, и его 

сумма  
q

b
S




1
. 

Если 1q , то 


n

n
qlim  и  


n

n
Slim , т.е. ряд расходится. Наконец, 

если 1q , то частичные суммы попеременно принимают значения b  

и 0. Предел последовательности частичных сумм не существует. Ряд 

расходится. Теорема доказана. 

Определение. Ряд 


1

1

n n
...

1
...

3

1

2

1
1 

n
 называется гармони-

ческим рядом. 

 Каждый член гармонического ряда, начиная со второго, является 

гармоническим средним соседних с ним членов: 

                           











 11

11

2

11

nnn aaa
. 

Покажем, что гармонический ряд является расходящимся. Для это-

го воспользуемся тем, что последовательность 
n

n










1
1  является моно-

тонно возрастающей и e
n

n

n













1
1lim  (2-ой замечательный предел). Все 

члены этой последовательности меньше числа e . e
n

n











1
1 ,  ,...3,2,1n . 

Прологарифмируем данное неравенство по основанию e  
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n

n
n       nn

n
ln)1ln(

1
  . Полу-

ченное неравенство справедливо для всех натуральных значений n : 

  

1ln2ln1  ;  2ln3ln
2

1
 ;  3ln4ln

3

1
 ;.   .   .      nn

n
ln)1ln(

1
 . 

Складывая эти неравенства, получим  )1ln(
1

...
3

1

2

1
1  n

n
. Это 

означает, что с возрастанием n  частичные суммы гармонического ряда 

неограниченно возрастают и, следовательно, гармонический ряд расхо-

дится. 

 

Необходимое условие сходимости числового ряда 

 

Теорема. Если числовой ряд сходится, то его общий член стремит-

ся к нулю при n , т.е. 0lim 


n
n

a .   

Следствие.  Если  0lim 


n
n

a , то ряд расходится. 

Доказательство теоремы. Для сходящегося ряда      SSn
n




lim   и   

   SSn
n




1lim . А так как 1 nnn SSa ,  то      

0)( lim lim 1  


SSSSa nn
n

n
n

. 

Доказанная теорема – это лишь необходимое условие сходимости. 

При нарушении этого условия ряд заведомо расходится. 

 Если 0lim 


n
n

a , то, как показывают примеры, приведенные ни-

же, ряд может сходиться или расходиться. Так, для рядов 


 1 )23)(13(

1

n nn
   

и     


1

1

n n
    необходимое условие сходимости выполнено, но первый из 

них является сходящимся, а второй – расходящимся. 

Необходимое условие сходимости удобно применять для доказа-

тельства расходимости рядов. 

Пример. Исследовать ряд


 



1 23

12

n n

n
 на сходимость. 

Решение. Поскольку   0
3

2

23

12
lim 





 n

n

n
, то заданный ряд расхо-

дится по необходимому условию (оно нарушено). 

Пример. Исследовать ряд 

















1 23

13

n

n

n

n
 на сходимость. 
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Решение. Ряд  

















1 23

13

n

n

n

n
 является расходящимся, т.к. 
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e

nn

n n

n
n

n

n

n
, т.е. необхо-

димое условие не выполняется. 

Определение. Если отбросить первые n  членов ряда 


1k

ka , то по-

лучится ряд 


 1nk

ka ......321 knnnn aaaa   , который называется остат-

ком данного ряда с номером n .  

Теорема. Ряд сходится тогда и только тогда, когда сходится любой 

из его остатков.  

Следствие.  Отбрасывание конечного числа членов ряда не влияет 

на сходимость ряда. 

Теорема. Если ряд сходится, то сумма его остатка стремится к ну-

лю с возрастанием номера остатка. 

 

Критерий Коши сходимости рядов. Линейные действия  

с рядами 

 

Теорема (критерий Коши сходимости ряда). Для сходимости чис-

лового ряда 


1n

na  необходимо и достаточно, чтобы для любого 0  су-

ществовал такой номер N,  что для  всех Nn   и для всех натуральных 

чисел k выполнялось неравенство 

  knnn aaa ...21 . 

  

 Сходящиеся ряды обладают следующими свойствами.  

Теорема.  

 1)  Если ряд 


1n

na  сходится и его сумма равна A , то ряд 





1n

naс  

также сходится и его сумма равна cA , где c  - любое число. 

Другими словами, если члены сходящегося ряда умножить на одно 

и то же число, то его сходимость не нарушится и    





1n

naс 





1n

naс . 
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2)  Если ряды 


1n

na  и 


1n

nb  сходятся и их суммы равны A  и B  со-

ответственно, то ряд 





1

)(
n

nn ba  также сходится и его сумма равна BA , 

т.е.    













111

)(
n

n

n

n

n

nn baba . 

  

 

Числовые ряды с положительными членами 

 

Определение. Положительными называются ряды, все члены  ко-

торых неотрицательны: 0na .  

Последовательности частичных сумм таких рядов монотонно воз-

растают, т.к.   nnnn SaSS   11 ,  ,...3,2,1n  

 Как известно (теорема Больцано-Вейерштрасса), монотонная по-

следовательность имеет конечный предел тогда и только тогда, когда 

она ограничена. Отсюда вытекает следующее утверждение. 

Теорема. Положительный ряд сходится тогда и только тогда, когда 

последовательность его частичных сумм ограничена.  

Непосредственное применение этого утверждения для доказатель-

ства сходимости обычно бывает затруднительным. Проще использовать 

другие средства, о которых идет речь ниже. 

  

Признаки сравнения 

 

Теорема (первый признак сравнения).  Пусть даны два положи-

тельных ряда: 


1n

na     (1)   и    


1n

nb     (2) .  Если для всех номеров n  (или 

для всех номеров n , бóльших некоторого номера N ) выполнено нера-

венство nn ba  , то из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1), а 

из расходимости ряда (1) следует расходимость ряда (2). 

Доказательство.    Будем предполагать, что неравенство nn ba   

выполнено для всех номеров n . В противном случае можно отбросить 

конечное число членов ряда, для которых неравенство не выполнено, 

что не повлияет на сходимость ряда. Тогда       

nn bbbaaa  ...... 2121 . 

Если ряд (2) сходится, то его частичные суммы, согласно теореме 

Больцано-Вейерштрасса,  ограничены, т.е. Sbbb n  ...21  для любого 

n , где S  - некоторая константа. Но тогда ограничена и последователь-

ность частичных сумм ряда (1), и ряд (1) сходится. 
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Если же ряд (1) расходится, то, предполагая, что ряд (2) сходится, 

получим противоречие. Теорема доказана. 

 

Пример. Исследовать на сходимость ряд   


 1 2

1

n
n n

. 

Решение. Рассмотрим ряд 


1 2

1

n
n

, который сходится, как сумма 

геометрической прогрессии со знаменателем 
2

1
q . Для всех номеров n  

справедливо неравенство 
nn n 2

1

2

1



. Согласно первому признаку срав-

нения данный  ряд также сходится. 

 

Пример. Исследовать на сходимость ряд   


1

1

n n
. 

Решение. Рассмотрим для сравнения гармонический ряд   


1

1

n n
, ко-

торый, как уже было доказано, расходится. Для всех 2n  справедливо 

неравенство   
nn

11
 , следовательно, данный ряд также расходится по 

признаку сравнения. 

Теорема (предельный признак сравнения). Пусть даны два положи-

тельных ряда: 




1n

na  ,                                                             (1)   




1n

nb  , ( 0nb , начиная с некоторого номера n ).         (2)  

 Если существует конечный, отличный от нуля  
n

n

n b

a


lim ,  то ряды (1) и (2) 

оба сходятся или оба расходятся. 

Доказательство. Предположим, что ряд (2) сходится. Обозначим 

A
b

a

n

n

n



lim , 0A . По определению предела для любого положительного   

и достаточно больших номеров n  будет выполнено неравенство 

 A
b

a

n

n   или   nn bAa  )(  . 

Т.к. ряд (2) сходится, то согласно свойству сходящихся рядов сходится и 

ряд  





1

)(
n

nbA  ,  а, значит, по первому признаку сравнения сходится и 

ряд (1). 
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 Рассматривая 
n

n

n a

b


lim , который также существует, конечен и отли-

чен от нуля, придем к выводу, что из сходимости ряда (1) следует схо-

димость ряда (2). Итак, если один из рядов сходится, то другой также 

сходится. 

 Далее, предполагая, что один из рядов расходится, а другой сходит-

ся, получим противоречие с уже доказанным утверждением. Теорема 

доказана. 

Замечание. Если 0lim 


n

n

n a

b
, то из сходимости ряда 



1n

na  вытекает 

сходимость ряда 


1n

nb .  

Если 


n

n

n a

b
lim , то из расходимости ряда 



1n

na   вытекает расходи-

мость ряда 


1n

nb .  

Пример. Исследовать на сходимость ряд 


1
2

1

n n
. 

Решение.  Пользуясь определением сходимости, т.е. рассматривая 

предел частичных сумм, уже было доказано, что ряд 


 1 )23)(13(

1

n nn
 

сходится. Значит, сходится ряд  


1
2

1

n n
,  т.к. предел отношения общих 

членов этих рядов конечен и отличен от нуля 

 9
2

3
1

3lim
)23)(13(

lim

)23)(13(

1

1

lim
2

2

































 nnn

nn

nn

n
nnn

. 

 

Признак Даламбера 

 

Теорема. Пусть дан положительный ряд 


1n

na  и существует 

D
a

a

n

n

n




1lim . Если 1D , то ряд сходится, если 1D , то ряд расходится. 

Доказательство. Пусть 1D . Возьмем 0
2

1





D
 . Согласно 

определению предела, начиная с некоторого номера N , будет выполне-

но неравенство 
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   1
2

1

2

11 





 q
DD

DD
a

a

n

n  . 

Отсюда получим qaa NN 1 ,   2

12 qaqaa NNN   , .    .    .    .    .    

. k

NkN qaa  , т.е. члены ряда оказываются меньше, чем члены бесконеч-

но убывающей геометрической прогрессии. Значит, согласно первому 

признаку сравнения, ряд сходится. 

Если 1D  или D , то члены ряда оказываются больше, чем 

члены бесконечно возрастающей геометрической прогрессии, и, значит, 

ряд расходится. 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд 


1 3n
n

n
.  

Решение. Вычислим предел отношения последующего члена ряда 

к предыдущему 

1
3

11
1lim

3

1

3

31
lim

3

3

1

lim
1

1





























 nn

n

n

n

nn

n

n

n

n

n
,   т.е. ряд сходится по 

признаку Даламбера. 

 

Пример. Исследовать на сходимость ряд  


1 !n

n

n

n
.  

Решение. Вычислим  

 

1
1

1lim
1

lim
!

!

)1(
lim

!

)!1(

)1(
limlim

1

1 















 





































e

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

a

a
n

n

n

nn

n

nn

n

n
n

n

n
,  

и, согласно признаку Даламбера, данный ряд расходится. 

 

Радикальный признак Коши 

 

Теорема (радикальный признак Коши). Пусть дан положительный 

ряд 


1n

na  и существует Kan
n

n



lim . Если 1K , то ряд сходится, если 

1K , то ряд расходится. 

Доказательство.  Пусть  1K . Возьмем 0
2

1





K
 . Согласно 

определению предела, начиная с некоторого номера N , будет выполне-

но неравенство 

   1
2

1

2

1






 q

KK
KKan

n  , 
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 или  n
n qa  , т.е. члены ряда оказываются меньше, чем члены бес-

конечно убывающей геометрической прогрессии. Значит, ряд сходится. 

Если 1K  или K , то члены ряда оказываются больше, чем 

члены бесконечно возрастающей  геометрической прогрессии и, значит, 

ряд расходится. 

Пример. Исследовать на сходимость ряд  











 

1 3

1

n

n

n

n
.   

Решение. Вычислим  
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,  значит, ряд сходится по 

радикальному признаку Коши. 

Пример. Исследовать на сходимость ряд   














1

2

1
1

2

1

n

n

n n
.  

 Решение. Применим радикальный признак Коши: 

1
2

1
1

2

1
limlim 


























e

n
a

n

n

n
n

n
, значит, ряд расходится. 

Замечание.  Признаки Даламбера и Коши не дают ответа на вопрос 

о сходимости ряда в случае, когда соответствующие пределы равны 1. 

Например, вычислим эти пределы для гармонического ряда 


1

1

n n
,  расхо-

димость которого была доказана: 
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При вычислении последнего предела было использовано правило 

Лопиталя для раскрытия неопределенности 
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Такой же результат получим, рассматривая сходящийся ряд 
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Интегральный признак Коши 

 

Теорема (интегральный признак Коши) . Пусть дан положитель-

ный ряд 


1n

na , общий член которого совпадает со значением некоторой 

функции )(xf  при nx  :  )(nfan  . Предположим, что функция )(xf  

определена, положительна, непрерывна и монотонно убывает при 1x . 

Тогда ряд 


1n

na  сходится, если сходится 


1

)( dxxf , и расходится, если этот 

интеграл расходится. 

Доказательство. Для иллюстрации рассмотрим график функции 

)(xfy  , удовлетворяющей условиям теоремы, и построим ступенчатые 

фигуры, одна из которых вписана в криволинейную трапецию, ограни-

ченную графиком функции )(xfy  , осью Ox  и прямыми 1x , nx  , а 

другая описана около этой трапеции. 

 

 
 

Площадь вписанной ступенчатой фигуры равна    naaa  ...32 , 

площадь описанной фигуры равна   121 ...  naaa . Площадь самой кри-

волинейной трапеции равна 
n

dxxf

1

)(  и заключена между площадями впи-

санной и описанной фигур:  

naaa  ...32 < 
n

dxxf

1

)(  < 121 ...  naaa . 

Пусть интеграл 


1

)( dxxf  сходится, т.е. имеет конечное значение: 

Jdxxf 


1

)( . Тогда частичные суммы ряда nS  ограничены: 
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Jadxxfaaaa S
n

nn   1

1

121 )(... . 

Следовательно, ряд сходится.  

Если 


1

)( dxxf  расходится, то  

 
n

n

n

nn dxxfadxxfaaa S

11

21 )()(... ,  n , 

следовательно, ряд расходится. 

Пример. Рассмотрим ряд 


1

1

n n
, который называют обобщенным 

гармоническим рядом или рядом Дирихле. Интеграл 



1 x

dx
 сходится при 

условии 1  и расходится при условии 1 , следовательно, обобщен-

ный гармонический ряд сходится, если 1 , и расходится, если 1 . 

На основе этого примера можно сформулировать следующий при-

знак. 

Признак Дирихле. Обобщенный гармонический ряд 


1

1

n n
сходится, 

если 1 , и расходится, если 1 . 

 

Пример.  Исследовать на сходимость ряд   


2 ln

1

n nn
.  

Решение. Соответствующий несобственный интеграл 

 





2

2

2

)ln(ln
ln

)(ln

ln
x

x

xd

xx

dx
,  а, значит, данный ряд расходится по ин-

тегральному признаку Коши. 

Замечание. Выше  приведены основные признаки сходимости по-

ложительных рядов. Есть другие, более «тонкие» признаки, дающие от-

вет на вопрос о сходимости рядов в тех случаях, где рассмотренные при-

знаки «не работают». 

 

Знакопеременные числовые ряды 

      

Определение. Числовой ряд называется знакопеременным, если 

среди его членов  есть как положительные, так и отрицательные числа.  

Если отрицательных членов конечное число, то, отбросив их, по-

лучим положительный ряд. Если положительных членов конечное чис-

ло, то, отбросив их, получим отрицательный ряд, который можно иссле-

довать с помощью теорем о сходимости положительных рядов, изменив 
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знаки всех членов ряда. Существенно новым является тот случай, когда 

среди членов ряда бесконечное число положительных и бесконечное 

число отрицательных чисел. 

Рассмотрим случай, когда знаки членов ряда чередуются, напри-

мер, члены с нечетными номерами положительны, а члены с четными 

номерами отрицательны.  

Определение. Ряды представленные в виде
n

n

n a






1

1)1(   или    

n

n

n a


1

)1(  ,     где   0na ,  называются знакочередующимися рядами.  

Теорема Лейбница (признак сходимости знакочередующегося ря-

да). Если члены знакочередующегося ряда монотонно убывают по мо-

дулю: nn aa 1 ,    ...,3,2,1n   и стремятся к нулю:  0lim 


n
n

a ,  то ряд схо-

дится. 

Доказательство. Для определенности возьмем ряд 
n

n

n a






1

1)1( ,  

0na .  

Рассмотрим последовательность частичных сумм с четными номе-

рами 

   )(...)()( 21243212 nnn aaaaaaS   . 

Члены ряда сгруппированы так, что все слагаемые этой суммы – 

положительные числа. Значит, частичные суммы с четными номерами 

возрастают с ростом n . С другой сторо-

ны nnnn aaaaaaS 212223212 )(...)(   т.е. частичные суммы с четными 

номерами ограничены первым членом ряда: 12 aS n  . Следовательно, су-

ществует конечный предел  SS n
n




2lim . Для частичных сумм с нечетными 

номерами справедливо равенство  12212   nnn aSS ,   из которого следует, 

что 

 SaSaSS n
n

n
n

nn
n

n
n

 








12212212 limlim)(limlim . 

Итак, частичные суммы с четными и нечетными номерами имеют 

один и тот же предел и, следовательно, ряд сходится, и его сумма равна 

S . 

 

Определение. Знакочередующийся ряд, удовлетворяющий услови-

ям теоремы Лейбница, называется рядом Лейбница. 

Замечание.  Частичные суммы с четными номерами приближаются 

к сумме ряда S , возрастая, а частичные суммы с нечетными номерами – 
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убывая, т.е. справедливо неравенство: 122  nn SSS .      В частности,    

10 aS  . 

Если первый член ряда Лейбница  1a  отрицателен,  то   

01  Sa . 

В любом случае сумма ряда имеет знак его первого члена и мень-

ше его по модулю. 

Остаток ряда Лейбница также является рядом Лейбница. Следова-

тельно, сумма остатка имеет знак своего первого члена и меньше его по 

модулю. Так для ряда Лейбница легко оценивается разность между сум-

мой и частичной суммой. 

Пример.   Исследовать на сходимость ряд 





2

ln
)1(

n

n

n

n
,  где 

n

n
an

ln
 . 

Решение.  Для проверки выполнения условий теоремы Лейбница 

введем функцию 
x

x
xf

ln
)(   и докажем, что она монотонно убывает, 

начиная с некоторого значения x , и стремится к нулю при x . Вы-

числим производную   0
ln1

)(
2





x

x
xf   для   ex  . 

Это означает, что, начиная с номера 3n , верно неравенство  

nn aa 1 . Как уже было показано,   0
ln

lim 
 n

n

n
. Следовательно, условия 

теоремы Лейбница выполнены, и ряд сходится. 

Замечание.  Составим ряды из модулей членов рассмотренных ря-

дов:  




1

1

n n
,  



2

ln

n n

n
.  Оба эти ряда расходятся. Первый из них является 

гармоническим, а члены второго, начиная с 3n , больше, чем члены 

гармонического ряда. 

 

Абсолютная и условная сходимость 

Пусть дан произвольный знакопеременный ряд 


1n

na , а ряд 


1n

na  

составлен из модулей его членов. 

Теорема.  Если сходится ряд из модулей членов данного ряда, то 

сходится и сам знакопеременный ряд. 

Доказательство.   Пусть сходится ряд из модулей. Тогда согласно 

критерию Коши для любого 0  найдется номер N  такой, что для лю-

бого номера Nn   и любого натурального k  будет верно неравенство: 

    knnn aaa ...21 . 

Для знакопеременного ряда получим оценку 
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  knnnknnn aaaaaa ...... 2121 , 

что означает, что условие сходимости для него выполняется, т.е. 

сам знакопеременный ряд сходится. 

Определение. Если сходится ряд, составленный из модулей членов 

данного ряда, то сам знакопеременный ряд называется абсолютно схо-

дящимся.  

Определение. Если знакопеременный ряд сходится, а ряд, состав-

ленный из модулей его членов, расходится, то такой ряд называется 

условно сходящимся. 

При установлении абсолютной сходимости можно пользоваться 

всеми признаками сходимости положительных рядов.  

Пример.  Исследовать на сходимость ряд  



















1

1

35

13
)1(

n

n

n

n

n
. 

Решение.  Применим радикальный признак Коши к ряду из моду-

лей 

1
5

3

35

13
limlim 














 n

n
a

n

n
n

n
. 

Значит, данный ряд сходится абсолютно. 

Пример. Исследовать на сходимость ряд  






1
3

)1(

n

n

n
. 

Решение.  Ряд из модулей является расходящимся как обобщенный 

гармонический ряд с показателем 
3

1
 . Однако, для данного ряда вы-

полнены условия теоремы Лейбница, т.е. ряд сходится условно. 

 

Без доказательства отметим свойства абсолютно и условно схо-

дящихся рядов. 

Теорема. Если ряд сходится абсолютно, то ряд, полученный про-

извольной перестановкой его членов, также сходится и имеет ту же 

сумму. (Другими словами, абсолютно сходящийся ряд обладает переме-

стительным свойством так же, как и конечная сумма). 

Если ряд сходится условно, то надлежащей перестановкой его 

членов можно изменить сумму ряда на любое заданное число, а также 

сделать ряд расходящимся. 

 

2. Функциональные ряды 
  

Определение. Пусть дана последовательность функций 

...),(...,),(),( 21 xuxuxu n  , определенных на некотором множестве X . Вы-
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ражение вида  





1

21 )(...)(...)()(
n

nn xuxuxuxu  называется функциональ-

ным рядом, а множество X – областью определения этого ряда. 

При подстановке произвольного значения x  из множества X  

функциональный ряд становится числовым, причем при одних значени-

ях x  числовой ряд может быть сходящимся, а при других – расходящим-

ся.  

Определение. Множество значений переменной x , при которых 

функциональный ряд сходится, называется областью сходимости функ-

ционального ряда. 

 Например, ряды 


1n

nx ,    


1

1

n
xn
 определены при любых значениях 

x . Областью сходимости первого из них является интервал  )1 ,1( , а об-

ластью сходимости второго – промежуток ) ,1(  . Сумма функциональ-

ного ряда )(xS  представляет собой функцию, определенную на области 

сходимости ряда. 

 

Равномерная сходимость функционального ряда 

  

Определение. Пусть функциональный ряд 


1

)(
n

n xu  сходится на 

множестве X .  )(  ),( xSxSn  – частичная сумма и сумма этого ряда соот-

ветственно.  Функциональный ряд 


1

)(
n

n xu  называется равномерно схо-

дящимся на множестве X , если для любого 0  найдется такой номер 

N , что для всех номеров Nn   и для любого Xx  будет выполнено не-

равенство    |)(| xrn  )()( xSxSn . 

Другими словами, ряд сходится равномерно на множестве X , если 

разность между частичной суммой и суммой ряда становится сколь 

угодно малой, начиная с некоторого номера, одновременно для всех x , 

принадлежащих множеству X .  

 

1. Теорема Вейерштрасса (достаточное условие равномерной 

сходимости). Если члены функционального ряда 


1

)(
n

n xu  при всех x , 

принадлежащих множеству X ,  удовлетворяет неравенству nn axu )( ,   

...,3,2,1n  , где 0na  - члены некоторого сходящегося числового ряда 
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1n

na , то функциональный ряд 


1

)(
n

n xu  сходится абсолютно и равномер-

но на множестве X . 

Доказательство.   Абсолютная сходимость функционального ряда 

при всех Xx  следует из признака сравнения и из сходимости числово-

го ряда. Покажем, что функциональный ряд сходится равномерно на 

множестве X . Из условия теоремы следует, что для любого натурально-

го числа k  и для любого Xx  верно неравенство 

  ...)()()(...)()( 2121 xuxuxuxuxu nnknnn  

nknnnkn aaaxu   ...)( 21 , где n  – остаток числового ря-

да. Переходя в этом неравенстве к пределу при условии k , полу-

чим
nn xr )( ,  где )(xrn  – остаток функционального ряда. По условию тео-

ремы числовой ряд сходится, поэтому для любого 0   найдется  такой 

номер N , что для всех номеров Nn  будет выполнено неравенство  

 n , а, значит, и для остатка функционального ряда )(xrn  для всех 

Xx , т.е. функциональный ряд сходится равномерно на множестве X . 

Определение. Числовой ряд 


1n

na , удовлетворяющий условиям 

теоремы Вейерштрасса, называется мажорирующим числовым рядом 

для функционального ряда 


1

)(
n

n xu  или числовой мажорантой.  

Пример. Доказать, что функциональный ряд  


1
2

cos

n n

nx
 сходится 

равномерно при всех x .  

Решение. Мажорирующим числовым рядом для данного функцио-

нального ряда является ряд 


1
2

1

n n
,  т.к.  

22

1cos

nn

nx
   при всех x . А так как 

ряд  


1
2

1

n n
  сходится, то данный функциональный ряд сходится равно-

мерно на всей числовой оси. 

Пример. Доказать, что функциональный ряд 


 1
33

n xn

x
 сходится 

равномерно на промежутке  ,0 .  

Решение. Члены данного функционального ряда неотрицательны 

при   ,0x . Для построения мажоранты найдем при каждом фикси-

рованном n  максимальное значение функции 
33

)(
xn

x
xun


 .  
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Для этого вычислим производную       

233

3
3

233

33

233

333

)(

2
2

)(

2

)(

3
)(

xn

n
x

xn

nx

xn

xxn
xun






















  . 

Производная  )(xun 0 при 
3 2

n
x  , и эта точка является точкой мак-

симума функции )(xun (проверить, вычислив вторую производную). Мак-

симальное значение     
2

3

233
3

3

3max

1

3

41

23

2

2

2

2
)(

nnn
n

n

n
uxu nn 











 . 

Значит, члены функционального ряда на множестве  ,0  удо-

влетворяют неравенству 
2

3 1

3

4
)(0

n
xun  . Поскольку числовой ряд 



1
2

1

n n
 

сходится, то числовой ряд, общий член которого равен 
2

3 1

3

4

n
 , также 

сходится. В силу теоремы Вейерштрасса данный функциональный ряд 

сходится равномерно на промежутке  ,0 . 

 

 

Свойства равномерно сходящихся рядов 

 

Рассмотрим ряд 


 0
2

2

)1(n
nx

x
, который сходится при всех x  и все 

члены которого непрерывны на всей числовой оси. Сумма ряда 

2

2

2

1

1

1
1

)( x

x

x
xS 




 ,     если 0x ,     0)0( S , терпит разрыв в точке 

0x , несмотря на то, что члены ряда непрерывны при всех  x . Это объ-

ясняется неравномерностью сходимости данного ряда на любом множе-

стве, содержащем точку 0x . Покажем, что ряд не является равномерно 

сходящимся, оценивая остаток ряда при 0x  

  
12

2

2

2

12

2

2

2

)1(

1

1

1
1

)1(
...

)1()1(
)(

 














n

n

nnn
x

x

x

x

x

x

x

x
xr . 

Поскольку 1
)1(

1
lim)(lim

1200





 nx
n

x x
xr  , то остаток ряда не мо-

жет быть сколь угодно мал одновременно при всех x  ни для какого но-
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мера n . Следовательно, ряд сходится неравномерно на множестве, со-

держащем точку 0x . 

Перейдем к изучению свойств функциональных рядов, сходящих-

ся равномерно на некотором отрезке. 

 

Теорема (непрерывность суммы равномерно сходящегося ряда).  

Пусть функции )(xun  ( ...,3,2,1n ) определены и непрерывны на отрезке 

 ba, , а ряд 


1

)(
n

n xu  сходится равномерно на этом отрезке. Тогда сумма 

ряда )(xS  непрерывна на этом отрезке. 

Доказательство.  Зафиксируем произвольную точку 0x , принад-

лежащую отрезку  ba, , и для любого значения x , также принадлежаще-

го отрезку  ba, , оценим разность 

  ))()(()()(())()(()()( 0000 xSxSxSxSxSxSxSxS nnnn  

 )()()()()()( 000 xSxSxSxSxSxS nnnn  . 

Выберем произвольное число 0 . В силу равномерной сходимо-

сти ряда можно фиксировать номер n  такой, что неравенство  

3
)()(


 xSxS n  будет выполнено для всех  bax , , в том числе и для 0x . 

При фиксированном n  частичная сумма ряда )(xSn  является непрерыв-

ной на отрезке  ba,  как сумма конечного числа непрерывных функций. 

Поэтому для выбранного 0  найдется такое число 0 , что для любо-

го x , удовлетворяющего неравенству  0xx , будет выполнено нера-

венство 
3

)()( 0


 xSxS nn .  

Тогда разность 



333
)()( 0xSxS , что доказывает непрерыв-

ность суммы ряда в точке 0x , а т.к. 0x  выбрано произвольно на отрезке 

 ba, , то )(xS  непрерывна на  ba, . 

Другие свойства равномерно сходящихся рядов сформулируем без 

доказательства. 

Теорема (почленное интегрирование). Если функции )(xun  

( ...,3,2,1n ) непрерывны на отрезке  ba, , а ряд 


1

)(
n

n xu  сходится рав-

номерно на этом отрезке, то интеграл от суммы ряда )(xS  на отрезке 

 ba,  представляется в виде суммы интегралов от членов этого ряда 







1

)()(
n

b

a

n

b

a

dxxudxxS ,           
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т.е.     
b

a

( dxxu
n

n ))(
1












1

)(
n

b

a

n dxxu . 

 

Замечание. Интегрирование можно выполнить на любом отрезке, 

принадлежащем  отрезку  ba, . 

Пример. Вычислить сумму числового ряда 


1 3n
n

n
. 

Решение. Пусть  S  - искомая сумма, представим S  в виде  








1

133

1

n
n

n
S . Рассмотрим функциональный ряд 






1

1

n

nxn . На любом от-

резке, принадлежащем интервалу )1,1( , этот ряд сходится равномерно, 

т.к. мажорируется сходящимся числовым рядом. Пусть )(x – сумма это-

го ряда, тогда  )
3

1
(

3

1
S . Применим к построенному функциональ-

ному ряду теорему о почленном интегрировании. Интегрирование вы-

полним на отрезке  x,0 , полагая, что )1,1(x       

x

x
xdxxndxx

n

n

n

x

n

x


 











1
)(

11 0

1

0

 . 

Тогда 
2)1(

1

1
)(

xx

x
x
















 .  Искомая сумма 

4

3

3

1
1

1

3

1
2












S . 

 

Теорема (почленное дифференцирование). Пусть функции )(xun   

( ...,3,2,1n ) определены и непрерывны на отрезке  ba,  и имеют 

на этом отрезке непрерывные производные )(xun
 . Ряд 



1

)(
n

n xu  сходится, 

а ряд 





1

)(
n

n xu  сходится равномерно на отрезке  ba, . Тогда сумма )(xS  

ряда 


1

)(
n

n xu  дифференцируема на отрезке  ba, , причем производная 

суммы равна сумме ряда из производных  





1

)()(
n

n xuxS ,    т.е.    

  











11

)()(
n

n

n

n xuxu . 

Пример. Вычислить сумму числового ряда 


 1 2

1

n
n n

. 
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Решение. Рассмотрим функциональный ряд 


1n

n

n

x
, который схо-

дится на интервале )1,1( . Обозначим исходную сумму числового ряда 

S , а сумму функционального ряда )(xS . Тогда 









2

1
SS . Рассмотрим ряд 

из производных 






1

1

n

nx . Этот ряд сходится равномерно на любом отрез-

ке, принадлежащем интервалу )1,1( , т.к. мажорируется сходящимся 

числовым рядом, Применим к данному ряду теорему о почленном диф-

ференцировании 

x
xxxS

n

n

n

n


 











1

1
)(

01

1 . 

Учитывая, что 0)0( S , получим )1ln( xS  . Искомая сумма  

2ln
2

1
1ln

2

1


















 SS . 

 

Степенные ряды 

 

Определение. Степенным рядом называется функциональный ряд 

вида     ...2

210

0






xaxaaxa n

n

n  .  

Рассматриваются также степенные ряды более общего вида 

...)()()( 2

020100

0






xxaxxaaxxa n

n

n , которые с помощью замены 

)( 0xx  на новую переменную сводятся к рядам вида 


0n

n

nxa , изучением 

которых можно ограничиться. Выясним, какой вид имеет область схо-

димости степенного ряда. 

Теорема Абеля. Если степенной ряд n

n

nxa


0

 сходится в некоторой 

точке 00 x , то он абсолютно сходится в любой точке x , такой что 

0xx  . 

Доказательство. Из сходимости ряда n

n

n xa 0

0






 следует, что его об-

щий член стремится к нулю, а, значит, ограничен, т.е. существует поло-

жительное число M  такое, что   Mxa
n

n 0  , ,...3,2,1,0n . 
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Возьмем произвольное x , для которого 0xx   и рассмотрим ряд 




0n

n

nxa . Оценим его общий член 

n

n

n

n

n

n

n

n

n qM
x

x
xa

x

x
xaxa 










0

0

0

0
,  где 1

0


x

x
q . 

Общий член рассматриваемого ряда меньше, чем соответствую-

щие члены бесконечно убывающей геометрической прогрессии. Значит, 

степенной ряд сходится абсолютно в точке x . Теорема доказана. 

 

Интервал и радиус сходимости степенного ряда 

 

Заметим, что любой степенной ряд n

n

nxa


0

 сходится при 0x . Рас-

смотрим ряд n

n

xn


0

! . Применим для нахождения его области сходи-

мости признак Даламбера 







)1(lim

!

)!1(
lim

1

nx
xn

xn

nn

n

n
, если 

0x . Значит, данный ряд сходится только в одной точке 00 x . 

Предположим, что для степенного ряда существуют отличные от 

нуля значения x , при которых он сходится. Если множество этих значе-

ний не ограничено, то согласно теореме Абеля ряд сходится всюду, при-

чем абсолютно. 

Пусть множество значений x , при которых степенной ряд сходит-

ся, ограничено, и положительное число R  – точная верхняя грань этого 

множества. Если Rx  , то найдется значение 0x  такое, что Rxx  0 , 

при котором ряд сходится. Тогда согласно теореме Абеля ряд сходится 

абсолютно в точке x . Итак, степенной ряд сходится абсолютно в интер-

вале ),( RR  и расходится вне этого интервала. На концах интервала, т.е. 

при Rx   может иметь место как сходимость, так и расходимость ряда. 

Определение. Интервал ),( RR  называется интервалом сходимо-

сти степенного ряда, а число R – радиусом сходимости.  

Если степенной ряд сходится на всей числовой оси, то его радиус 

сходимости R , а если ряд сходится только в одной точке 0x , то 

0R . 

Замечание. Степенной ряд вида n

n

n xxa )( 0

0






 сходится или в интер-

вале ),( 00 RxRx   с центром в точке 0x , или на всей числовой оси, или 

только в точке 0xx  . 
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Замечание. Интервал сходимости степенного ряда может быть 

найден с помощью признаков Даламбера или Коши. Для установления 

сходимости или расходимости на концах интервала требуется дополни-

тельное исследование с помощью других теорем. 

Радиус сходимости степенного ряда:  
1

lim





n

n

n a

a
R  и, соответ-

ственно,  
n

n
n a

R
||

1
lim


 ,если эти пределы существуют (конечные 

или бесконечные). 

Пример. Найти область сходимости степенного ряда 






0 2

)1(

n

n

n
x

n
. 

Решение. Применим признак Даламбера 

 

2221
21

2
lim

2)1(

2

2

)2(
lim

1

1

















xx

x

n

nx

xn

xn

nn

n

n

n

n
. 

)2,2(  – интервал сходимости, 2R  – радиус сходимости. 

Исследуем сходимость на концах интервала. Обозначая общий 

член ряда )(xun , вычислим его значения на концах интервала: 

)1()1()2(  nu n

n ,   1)2(  nun . 

При 2x  не выполняется необходимое условие сходимости, сле-

довательно, на концах интервала ряд расходится. 

 

Пример.  Найти область сходимости степенного ряда 




 




2 ln3

)1(
)1(

n
n

n
n

n

x
. 

Решение. Применим признак Даламбера 

 
3

1

)1ln(

ln
lim

3

1

)1(

ln3

)1ln(3

)1(
lim

1

1 






















x

n

nx

x

n

n

x

nn

n

n

n

n
. 

При вычислении 
)1ln(

ln
lim

 n

n

n
 используется правило Лопиталя 

 


















 
1

1
lim

1

1

1

lim
)1ln(

ln
lim

t

t

t

t

t

t

ttt
1

)1ln(

ln
lim 

 n

n

n
. 

Интервал сходимости определяется из неравенства 

  24313311
3

1



xxx

x
. 

)2,4(  – интервал сходимости, 3R  – радиус сходимости. 
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Исследуем сходимость на концах интервала. При 4x  получим 

положительный ряд  


2 ln

1

n n
. Сравним его с гармоническим рядом 



1

1

n n
.  

Покажем, что для любого номера ,...4,3,2n  выполнено неравенство  

1
ln1

ln

1


n

n

nn
.  Для этого рассмотрим функцию 

x

x
xf

ln
)(   и вычислим 

ее производную: 0
ln1

)(
2





x

x
xf   при  ex  . Так как 

1
3

3ln
)3(,1

2

2ln
)2(  ff ,  а при ex   )(xf  убывает, то ее значения 

меньше 1 при всех ,...4,3,2n . Члены полученного ряда больше, чем со-

ответствующие члены гармонического ряда, т.е. при 4x  ряд расхо-

дится. При  2x  получим ряд 






2 ln

)1(

n

n

n
, который сходится условно как 

знакочередующийся ряд Лейбница. 

Пример. Найти область сходимости степенного ряда 


0 !n

n

n

x
. 

Решение. Применим признак Даламбера: 

0
1

1
lim

!

)!1(
lim

1





 



 n
x

x

n

n

x

nn

n

n
  при всех x . 

Следовательно, область сходимости данного ряда – вся числовая 

ось. 

 

Теорема (о равномерной сходимости степенного ряда). Степенной 

ряд n

n

nxa


0

 сходится равномерно на любом отрезке, принадлежащем ин-

тервалу сходимости. 

Доказательство. Пусть ),( RR  – интервал сходимости степенного 

ряда и  ba,  – произвольный отрезок, принадлежащий этому интервалу. 

Обозначим 0x  – максимальное из чисел ba , . Тогда для всех  bax ,  бу-

дет выполняться неравенство 0xx  . Степенной ряд сходится абсолютно 

в точке 0x , т.к. ),(0 RRx  . Кроме того, n

n

n

n xaxa 0 , Т.е. степенной ряд 

мажорируется на отрезке  ba,  сходящимся положительным числовым 

рядом, а, значит, согласно теореме Вейерштрасса, сходится на этом от-

резке равномерно. Теорема доказана. 

Степенные ряды обладают свойствами равномерно сходящихся 

функциональных рядов.  
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1. Сумма степенного ряда непрерывна на любом отрезке, принад-

лежащем интервалу сходимости, а, значит, непрерывна на всем интерва-

ле.  

2. Интеграл от суммы степенного ряда )(xS  на любом отрезке, 

принадлежащем интервалу сходимости, равен сумме ряда, полученного 

из данного степенного ряда путем почленного интегрирования на том же 

отрезке 







0

)(
n

b

a

n

n

b

a

dxxadxxS . 

Если в качестве отрезка интегрирования взять отрезок  x,0 , где x  

принадлежит интервалу сходимости, то равенство приобретает вид 











 



1

1

0

1

0
1

)(
n

nn

n

nn

x

x
n

a
x

n

a
dxxS , 

Т.е. в результате почленного интегрирования степенного ряда на 

отрезке  x,0  получается также степенной ряд. Пользуясь, например, 

признаком Даламбера, можно показать, что радиус сходимости полу-

ченного ряда совпадает с радиусом сходимости исходного ряда. 

3. При почленном дифференцировании степенного ряда n

n

nxa


0

 по-

лучим также степенной ряд  n

n

n

n

n

n xnaxna 












0

1

1

1

)1(  с тем же радиу-

сом сходимости. Это означает, что сумма степенного ряда дифференци-

руема на интервале сходимости, и производная суммы равна сумме ряда 

из производных.  

Почленное дифференцирование можно применить повторно к ряду 

из производных первого порядка, второго и т.д. Значит, сумма степенно-

го ряда имеет внутри интервала сходимости производные всех порядков. 

Замечание. При почленном интегрировании и дифференцировании 

степенного ряда интервал сходимости сохраняется. Сходимость на кон-

цах интервала следует проверять отдельно. 

Пример. Найти сумму ряда 




 
1

1)1(
n

n
n

n

x
. 

Решение. Данный ряд сходится на промежутке  1,1 . Обозначим 

)(xS  его сумму и применим теорему о почленном дифференцировании: 

x
xxxS

n

nn

n

nn


 











1

1
)1()1()(

01

11 . 

Полученный в результате почленного дифференцирования степен-

ной ряд является суммой геометрической прогрессии и сходится на ин-

тервале )1,1( . Учитывая, что 0)0( S , найдем  )1ln()( xxS  . 
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Пример. Найти сумму ряда  





0

)1(
n

nxn . 

Решение. Данный ряд сходится на интервале )1,1( . Обозначим 

)(xS  его сумму и применим теорему о почленном интегрировании: 

x

x
xxdxxS

n

n

n

n

x


 











1
)(

10

1

0

. 

Полученный в результате почленного интегрирования степенной 

ряд является суммой геометрической прогрессии и сходится на интерва-

ле )1,1( .      Сумма ряда          
2)1(

1

1
)(

xx

x
xS
















 . 

 

Ряд Тейлора 

 
Частичными суммами степенных рядов являются многочлены, что 

делает степенные ряды удобным средством для приближенных вычис-

лений. Вопрос о представлении функций степенными рядами имеет осо-

бое значение. 

Предположим, что заданная функция )(xf  в некотором интервале 

с центром в точке 0x  имеет производные всех порядков. Тогда согласно 

формуле Тейлора для всех значений x  из этого интервала выполняется 

равенство 

 

),()(
!

)(

...)(
!2

)(
)(

!1

)(
)()(

0
0

)(

2

0
0

0
0

0

xRxx
n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

n

n
n











, где )(xRn  

остаточный член формулы Тейлора. Он записывается разными 

способами, например, в форме Лагранжа 1

0
1

)1(

)(
)!1(

)(
)( 






 n
n

n xx
n

xf
xR , 

где ),( 01 xxx  . 

При этом n  можно выбрать сколь угодно большим, т.е. учитывать 

в этой формуле сколь угодно большие степени переменной )( 0xx . Есте-

ственно возникает вопрос о возможности представления функции )(xf  в 

виде бесконечной суммы или в виде степенного ряда 

 ...)(
!

)(
...)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()( 0

0

)(
2

0
0

0
0

0 





 n
n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf . 

Такой ряд, независимо от того, сходится он или не сходится к 

функции )(xf  в некотором интервале, называется рядом Тейлора этой 
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функции, а его коэффициенты – коэффициентами Тейлора. Если 00 x , 

то данный степенной ряд называется рядом Маклорена 

 ...
!

)0(
...

!2

)0(

!1

)0(
)0()(

)(
2 





 n

n

x
n

f
x

f
x

f
fxf . 

Согласно формуле Тейлора разность между значениями функции 

)(xf  и частичной суммой ряда Тейлора с номером )1( n  этой функции 

равна остаточному члену формулы Тейлора )(xRn . Поэтому справедливо 

следующее утверждение. 

Теорема. Для того чтобы при некотором значении x  значение 

функции )(xf  совпадало с суммой ряда Тейлора этой функции необхо-

димо и достаточно, чтобы остаточный член формулы Тейлора при этом 

значении x  стремится к нулю с возрастанием n :  0)(lim 


xRn
n

. 

Теорема. Если функция )(xf  в некотором интервале с центром в 

точке 0x  имеет производные всех порядков и все производные для всех 

x  из этого интервала ограничены одним и тем же числом:  Mxf n )()( , 

то ряд Тейлора этой функции сходится к самой функции на данном ин-

тервале.  

Это утверждение применимо к таким элементарным функциям как 
xe , xsin , xcos . Например, функции xsin  и xcos  дифференцируемы 

всюду бесконечное число раз, и все их производные ограничены по мо-

дулю единицей. Значит, эти функции можно разложить в ряды Тейлора 

на любом интервале с центром в любой точке. 

Теорема (о единственности представления функции степенным      

рядом). Если функция )(xf  представима на некотором интервале с цен-

тром в точке 0x  степенным рядом 





0

0 )()(
n

n

n xxaxf ,то этот ряд является 

рядом Тейлора этой функции. 

Доказательство. Полагая 0xx   в формуле 





0

0 )()(
n

n

n xxaxf , по-

лучим 00)( axf  . Применим к данному степенному ряду теорему о 

почленном дифференцировании: 







1

1

0)()(
n

n

n xxnaxf , 







2

2

0)()1()(
n

n

n xxnnaxf , 

.     .     .     .     .     .     .     .     .     . 







kn

kn

n

k xxknnnaxf )()1(...)1()( 0

)( , 
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.     .     .     .     .     .     .     .     .     . 

Полагая в этих равенствах  0xx  , получим 

1)( 10  axf , 

12)( 20  axf , 

.     .     .     .     .     . 

12...)1()( 0

)(  kkaxf k

k , 

.     .     .     .     .     .     .     .     . . 

Значит, для коэффициентов ряда справедливы формулы: 

)( 00 xfa  ,    
!1

)( 0
1

xf
a


 ,    

!2

)( 0
2

xf
a


 ,   …  ,    

!

)( 0

)(

k

xf
a

k

k  ,  …  , 

т.е. данный ряд является рядом Тейлора этой функции. Теорема 

доказана. 

Замечание. Теорема единственности позволяет доказывать некото-

рые тождества. Для этого раскладывают некоторую функцию двумя 

способами в степенной ряд. В силу теоремы единственности коэффици-

енты в обоих рядах при одинаковых степенях x  совпадают.   

 

Разложение основных элементарных функций 

 

Выпишем разложения в ряды Маклорена основных элементарных 

функций. 

 ...
!

...
!2

1
2


n

xx
xe

n
x ,    ),( x , 

 ...
)!12(

)1(...
!5!3

sin
1253







n

xxx
xx

n
n ,    ),( x , 

 ...
)!2(

)1(...
!4!2

1cos
242


n

xxx
x

n
n ,    ),( x , 

 ...)1(...
32

)1ln( 1
32

 

n

xxx
xx

n
n ,    ]1,1(x , 

 ...
!

)1)...(1(
...

!2

)1(
1)1( 2 





 nx

n

n
xxx


 ,   )1,1(x , 

Последнее разложение при 1  принимает вид 

 ...)1(...1
1

1 2 


nn xxx
x

,   )1,1(x . 

Заменяя x  на )( x , приходим к стандартной формуле для сум-

мы геометрической прогрессии 

 ......1
1

1 2 


nxxx
x

,   )1,1(x . 
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Пример. Разложить функцию xxf 2sin)(   в ряд Маклорена. 

Найти производную n -го порядка в точке 00 x . 

Решение. Воспользуемся тригонометрическим тожде-

ством
2

2cos1
sin2 x

x


 , а затем  табличным разложением функции xcos , 

заменяя переменную x  на переменную )2( x : 

 







 ...

)!2(

)2(
)1(...

!4

)2(

!2

)2(
1

2

1

2

1
sin

242
2

n

xxx
x

n
n  

 ...
)!2(

2
)1(...

!4

2

!2

2 2
12

14
3

2 


 n
n

n x
n

xx ,   ),( x . 

В силу теоремы единственности имеем 

)!2(

2
)1()!2(

)!2(

2
)1()0(

12
1

12
1)2(

n
n

n
f

n
n

n
nn





  , 0)0()12( nf . 

 

Пример. Разложить функцию )65ln()( 2  xxxf  в ряд Тейлора в 

окрестности точки 10 x , т.е. по степеням переменной )1( x . Найти 

производную n -го порядка в точке 10 x . 

Решение. Пользуясь свойствами логарифмической функции, вы-

полним тождественные преобразования 

    )3ln()2ln()3)(2(ln)65ln( 2 xxxxxxy  

       






 


2

1
1ln)1(1ln2ln)1(2ln)1(1ln

x
xxx , 

а затем применим табличное разложение функции )1ln( x , делая 

соответствующие замены 

 















 




















1

1

1

1

1

1 )1(
2

1
1

)1(
2ln

2

)1(
)1(

)1(
)1(2ln

n

n

n

n

n
n

n
n

n

n
n x

nn

x

n

x
y . 

Чтобы найти значения x , для которых справедлива полученная 

формула, решим систему неравенств 

 















1
2

1
1

111

x

x

  02111  xx . 

В силу теоремы единственности имеем !
2

1
1

)1(
)1(

1
)( n

n
f

n

n
n 















. 

 

Пример.  Разложить в ряд Маклорена функцию )(xarctgy  . Найти 

производную n -го порядка в точке 00 x . 
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Решение. Воспользуемся табличным разложением для представле-

ния степенным рядом производной этой функции 

 ...)1(...1
1

1
))(( 242

2



 nn xxx

x
xarctgy  ,   )1,1(x . 

Тогда ...
12

)1(...
531

)(
1253

0

2










 n

xxx
xx

x

dx
xarctg

n
n

x

 ,   ]1,1[x . 

Заметим, что производная представляется степенным рядом на ин-

тервале )1,1( , а сама функция – на отрезке ]1,1[ .  

В силу теоремы единственности имеем 

)!2()1()!12(
12

1
)1()0( 1)12( nn

n
f nnn 


  ,   0)0()2( nf . 

 

3. Применение теории рядов 

Рассмотрим различные примеры применения степенных рядов.  

 

Приближенные вычисления значений функций 

Пример. Вычислить 3 2  с точностью до 5 знаков после запятой. 

Решение. Для решения задачи воспользуемся табличным разложе-

нием функции 
)1( x  при 

3

1
 : 

...
81

5

9

1

3

1
1...

!3

2
3

1
1

3

1

3

1

!2

1
3

1

3

1

3

1
1)1( 32323

1


































 xxxxxxx  

 



















 ...

)125(75

1

)125(

1

125

1
1

4

5

125

3
1

4

5

125

128

4

5

125

125

64

128
2

22

3

1

333 . 

Последнее выписанное слагаемое этой суммы меньше, чем 510 . 

Кроме того, полученный числовой ряд является знакочередующимся ря-

дом Лейбница, поэтому ошибка при замене суммы ряда на частичную 

сумму не превосходит по модулю первого отброшенного члена ряда. 

Значит, для достижения заданной точности достаточно учесть первые 

три члена ряда:   25992,1)000064,0008,01(
4

5
23  .  

 

Приближенные вычисления значений   

определенных интегралов 

 

Пример. Вычислить  с точностью до 3 знаков после запятой  
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2

1

0

)(
dx

x

xarctg . 

Решение. Воспользуемся полученным разложением функции 

)(xarctg в ряд Маклорена 

 







 

2

1

0

6422

1

0

...
753

1
)(

dx
xxx

dx
x

xarctg
 

 ...
72

1

52

1

32

1

2

1
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753 272523

2

1
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2

7

2

5

2

3




















xxx
x . 

Получен знакочередующийся ряд Лейбница, последнее выписан-

ное слагаемое меньше, чем 310 . Отбрасывая это слагаемое, получим 

приближенное значение интеграла с заданной точностью 

487,000125,001389,05,0
)(2

1

0

 dx
x

xarctg
. 

 

 

Вычисление предела последовательности 

 

Теория рядов используется в теории последовательностей.  

Пример. Доказать, что 
n

lim
 

0
)!3(


n

nn

. 

Решение. Составим ряд  
 



1 )!3(n

n

n

n
.  Для изучения его сходимости 

применим признак Даламбера:  

 
  n

n

nn

n

n nn

nn

x
x












 )!1(3(

)!3()1( )1(

1

limlim 






 








n

n n

n

nnn

n 1

)33)(23)(13(

)1(
lim  

100
)23)(1)(13(3

11
limlim 












 




e
nnn

n

n

n

n

n

n

.  

По признаку Даламбера ряд сходится и, следовательно,   

0
)!3(

limlim 
 n

n
x

n

n
n

n

. 

 

Вычисление значения производной функции в точке 

 

Если функция )(xf  представима на некотором интервале с 

центром в точке 0x  степенным рядом: n

n

n xxaxf )()( 0

0






, то этот ряд 

является рядом Тейлора этой функции по теореме единственности. При 
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этом 
!

)( 0

)(

n

xf
a

n

n  .  Тогда для нахождения значения n-ой производной 

функции в точке 0x  используется формула        !)( 0

)( naxf n

n  . 

Пример. Найти производную  n –го порядка для функции 

x

x
xf

sin
)(  при 00 x ,  n = 6  и  n = 99. 

Решение. Разложим функцию 
x

x
xf

sin
)(   в ряд Тейлора в 

окрестности точки 00 x :   

  ...
!7!5!3

1...)
!7!5!3

(
1

sin
1sin 642753


xxxxxx

x
x

x
xx

x
 

Коэффициент 
!7

1
6 a ,  где 

7

1
!6

!7

1
)0()6( f .  Коэффициенты при 

нечетных степенях х в данном  разложении равны нулю, в частности 

099 a  и, тогда 0)0()99( f . 

 

Применение теории рядов к решению  линейных 

дифференциальных уравнений 

 

 Одним из методов решения линейных дифференциальных 

уравнений с переменными коэффициентами является применение 

теории рядов. Данный метод использует известное утверждение из 

теории дифференциальных уравнений.  

Теорема. Если все коэффициенты и правая часть линейного 

дифференциального уравнения n-го порядка 

)()(...)( )1(

1

)( xfyxayxay n

nn  
 

разлагаются в степенные ряды в некоторой окрестности точки 0x ,  

то решение )(xy  этого дифференциального уравнения, 

удовлетворяющего условиям  10

)1(

1000 )(,...,)(',)( 

  n

n AxyAxyAxy , 

также разлагается в степенной ряд в указанной окрестности. 

Пример.  Решить задачу Коши 
2

1
)0(,' 32  yxyy . 

Решение. Подставим в уравнение 32' xyy   начальные условия. 

Тогда .
4

1
)0()0('

2

 yy  Найдем вторую производную, применяя 

дифференцирование неявной функции 
23'2'' xyyy  . Тогда 

4

1

4

1

2

1
2)0(')0(2)0(''  yyy .   

Аналогично, 
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xyyyy 6''2)(2''' 2  ,

8

3

16

6

4

1

16

2

4

1

2

1
2

4

1
2)0('')0(2))0((2)0('''

2

2  yyyy , 

6'''2'''66'''2'''2'''4)4(  yyyyyyyyyyy , 

 6)0(''')0(2)0('')0('6)0()4( yyyyy  6
16

6

16

6
6

8

3

2

1
2

4

1

4

1
6  

4

27
6

4

3
6

16

12
    и т.д. 

Поскольку решение уравнения ищем в виде ряда  

...
!4

)0(

!3

)0('''

!2

)0(''
)0(')0()(

4
)4(

32
 xxx

yyy
xyyxy , 

 то, подставляя найденные коэффициенты, получим ответ 

...
32

9

16

1

8

1

4

1

2

1

...
!44

27

!38

3

!24

1

4

1

2

1
)(

432

432














xxxx

xxxxxy

. 

Обратим внимание на то, что исходное дифференциальное 

уравнение не решается в квадратурах. В примере приведен один из двух 

методов решения задачи Коши с помощью теории рядов. 

 

 

4. Ряды Фурье 
 

При решении многих технических задач приходится иметь дело с 

периодическими процессами, для описания которых требуются перио-

дические функции. Простейшей периодической функцией периода 2  

является функция )sin( x . При сложении периодических функций  

)sin( 1x , )2sin( 2x , … , )sin( nnx  , периоды которых равны соответ-

ственно 
n




2
,...,,2 , получим периодическую функцию с периодом 2 . 

Естественно возникает обратный вопрос: можно ли заданную периоди-

ческую функцию )(xf  с периодом 2  представить в виде суммы конеч-

ного или бесконечного числа простейших периодических функций вида 

)sin( nnx  : 

    





1

0 )sin()(
n

nn nxAAxf   ? 

Постоянное слагаемое 0A  можно считать периодической функцией 

с любым периодом, в том числе и с периодом 2 . 
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В механике функция )sin( nnx   описывает простейшее гармони-

ческое колебательное движение. Представление периодической функции 

)(xf  в виде суммы простейших периодических функций можно рас-

сматривать как разложение сложного колебания на отдельные гармони-

ческие колебания. Функции вида )sin( nnx  , входящие в состав разло-

жения периодической функции )(xf , называются гармоническими со-

ставляющими этой функции или просто гармониками. Пользуясь триго-

нометрическим тождеством nxnxnx nnn sincoscossin)sin(   , и обо-

значая nnn aA  sin ,   nnn bA  cos ,разложение периодической функции 

)(xf  можно переписать в виде 

            





1

0 )sincos()(
n

nn nxbnxaAxf .                     (1) 

 

Тригонометрический ряд Фурье.  Коэффициенты Фурье 

 

Пусть функция )(xf  определена на всей числовой оси, периодична 

с периодом 2  и является непрерывной или кусочно-непрерывной на 

отрезке   , . Напомним, что функция называется кусочно-

непрерывной на отрезке, если она непрерывна во всех точках этого от-

резка за исключением конечного числа точек, в которых функция терпит 

разрыв первого рода, т.е. в этих точках существуют конечные односто-

ронние пределы функции, не равные друг другу. 

Предполагая, что )(xf  представляется в виде суммы простейших 

тригонометрических функций, найдем коэффициенты ряда (1). С этой 

целью проинтегрируем обе части равенства (1) на отрезке   , , что 

оправдано, например, в случае равномерной сходимости на этом отрезке 

функционального ряда, стоящего в правой части равенства (1). Восполь-

зуемся тем, что 0
)sin(

)cos( 










n

nx
dxnx ,   0

)cos(
)sin( 











n

nx
dxnx . 

Тогда  




2)( 0 


Adxxf ,  откуда  









dxxfA )(
2

1
0 . 

Для вычисления коэффициентов na  умножим обе части равенства 

(1) на nxcos  и проинтегрируем на отрезке   , . Пользуясь тем, что 
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0)cos()cos( 






dxnxkx ,     если nk  ,  0)cos()sin( 






dxnxkx ,     для 

любых  k   и  n ,   











 


dx
nx

dxnx
2

)2cos(1
)(cos2 , если 0n , получим 

nadxnxxf 







)cos()( ,    

откуда 









dxnxxfan )cos()(
1

,    ,...)3,2,1( n . 

Аналогично  









dxnxxfbn )sin()(
1

,     ,...)3,2,1( n . 

Чтобы формулы для коэффициентов выглядели единообразно, 

обозначим: 









dxxfAa )(
1

2 00 . 

Итак, для любой функции )(xf , кусочно-непрерывной на отрезке 

  , , можно вычислить коэффициенты 

 









dxnxxfan )cos()(
1

,    ,...)3,2,1,0( n , 

                                                     (2) 

 









dxnxxfbn )sin()(
1

,     ,...)3,2,1( n , 

которые называются коэффициентами Фурье этой функции, и по-

ставить в соответствие этой функции ряд 

  





1

0 ))sin()cos((
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xf ,                                     (3) 

который называется тригонометрическим рядом Фурье этой 

функции. 

Определение.  Система функций 

 ...),sin(),cos(,...),2sin(),2cos(,sin,cos,1 nxnxxxxx , 

на основе которой построен тригонометрический ряд Фурье, назы-

вается основной тригонометрической системой функций.  

Эта система на отрезке   ,  обладает свойством ортогонально-

сти: интеграл от произведения любых двух функций этой системы на 

отрезке   ,  равен нулю. 

 

Сходимость ряда Фурье 

Предполагая, что функция )(xf  является кусочно-непрерывной на 

отрезке   , , поставим этой функции в соответствие ее тригонометри-
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ческий ряд Фурье. Предположим теперь, что функция является кусочно-

дифференцируемой на отрезке   , . Это означает, отрезок   ,  

можно разделить на конечное число отрезков, внутри которых функция 

дифференцируема, а на концах отрезков имеет не только конечные пре-

дельные значения, но и односторонние производные при условии заме-

ны на концах этих отрезков значений функции на соответствующие пре-

дельные значения. 

Теорема Дирихле устанавливает условия сходимости тригономет-

рического ряда Фурье и связь между значением самой функции и сум-

мой ее тригонометрического ряда Фурье. Сформулируем теорему Дири-

хле без доказательства. В формулировке теоремы используем выраже-

ния  )0( 0 xf  и )0( 0 xf  для обозначения односторонних пределов функ-

ции )(xf  при условии, что x  стремится к 0x  слева и справа соответ-

ственно. 

Теорема Дирихле. Пусть функция )(xf  определена и кусочно-

дифференцируема на отрезке   , . Тогда тригонометрический ряд 

Фурье этой функции сходится в каждой точке отрезка   , , и сумма 

)(xS  этого ряда удовлетворяет следующим условиям. 

1) )()( 00 xfxS   во всех точках интервала );(  , в которых )(xf  

непрерывна. 

2)  )0()0(
2

1
)( 000  xfxfxS   во всех точках разрыва функции. 

3)  )0()0(
2

1
)()(   ffSS . 

Замечание. Теорема остается справедливой в случае, когда функ-

ция )(xf  определена на всей числовой оси, является периодической с 

периодом 2  и на отрезке   ,  кусочно-дифференцируема. Точнее, в 

этом случае тригонометрический ряд Фурье этой функции сходится на 

всей числовой оси, и сумма )(xS  этого ряда удовлетворяет условиям: 

1) )()( 00 xfxS   во всех точках прямой );(  , в которых )(xf  не-

прерывна; 

2)  )0()0(
2

1
)( 000  xfxfxS   во всех точках разрыва функции. 

 

Пример. Разложить в ряд Фурье функцию )(xf  периода 2 , задан-

ную следующим образом  









.0,

,0,
)(





xx

x
xf  Обосновать сходи-

мость ряда Фурье. Нарисовать график суммы ряда Фурье. 

Решение. Вычислим коэффициенты Фурье этой функции: 
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)cos()()cos(
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 . 

Если kn 2  - четное число, то 02  kn aa . 

Если 12  kn  - нечетное число, то 
212

)12(

2


 

k
aa kn


. 

 
nn

n
dxnxxdxnxb

n

n

)1()cos(
)sin()()sin(

1

0

0
















 












. 

Тригонометрический ряд Фурье )(xS , соответствующий данной 

функции, имеет вид 

 





















...
3

3sin

2

2sin
sin

...
5

5cos

3

3cos

1

cos2

4

3
)()(

222

xx
x

xxx
xSxf




. 

Поскольку данная функция непрерывна во всех внутренних точках 

отрезка    , , то согласно теореме Дирихле для всех ),( x  имеет 

место равенство )()( xSxf  . Например, полагая 0x , получим 

 







 ...

5

1

3

1
1

2

4

3
22

        или    
8)12(

1 2

0
2








k k
. 

На концах отрезка   ,  сумма ряда Фурье имеет следующее 

значение: 

  
2

1
)0()0(

2

1
)(  ffS . 

На рисунке показаны графики функции )(xf  и суммы )(xS  ее ряда 

Фурье. 
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Сходимость в среднем ряда Фурье. Пусть функция )(xf опреде-

лена на отрезке  ba, , и ставится задача о наилучшем приближении этой 

функции с помощью другой функции )(xg  из определенного класса 

функций, определенных на этом же отрезке. Если требуется обеспечить 

близость функций во всех точках отрезка, то в качестве критерия близо-

сти рассматривается величина, равная )()(max
],[

xgxf
bax




, и функция )(xg  

выбирается так, чтобы эта величина принимала наименьшее возможное 

значение. В этом случае обеспечивается равномерная на всем отрезке 

близость функций.  

Если требуется обеспечить близость функций на отрезке в сред-

нем, то в качестве критерия близости рассматривают величину,  равную  

  

b

a

dxxgxf
2

)()( . 

Для достижения наилучшего приближения в среднем требуется 

минимизировать эту величину. 

Пусть функция )(xf  кусочно-дифференцируема на отрезке   , . 

Тогда согласно теореме Дирихле тригонометрический ряд Фурье этой 

функции во всех точках непрерывности сходится к этой функции. Мож-

но показать, что величина  








 dxxSxf nn

2
)()( , характеризующая от-

клонение в среднем частичной суммы )(xSn  тригонометрического ряда 

Фурье от кусочно-дифференцируемой функции )(xf  на отрезке   , , 

стремится к нулю при n :  0lim 


n
n

 . 

Это означает, что тригонометрический ряд Фурье сходится в сред-

нем на отрезке   ,  к своей сумме, а коэффициенты Фурье функции 

)(xf  удовлетворяют равенству 















dxxfba
a

n

nn )(
1

)(
2

2

1

22
2

0 , 

которое называется равенством Парсеваля.  

Равенство Парсеваля является аналогом теоремы Пифагора в бес-

конечно-мерном пространстве функций, кусочно-дифференцируемых на 
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отрезке   , . Действительно, если считать, что квадрат «длины функ-

ции» в этом пространстве равен 






dxxf )(2
, что основная тригонометри-

ческая система функций является базисом этого пространства, а ряд 

Фурье – разложением функции по этому базису, то согласно равенству 

Парсеваля квадрат «длины функции» равен сумме квадратов ее коорди-

нат. 

В частном случае, когда функция )(xf  непрерывна на отрезке 

  ,  и имеет кусочно-непрерывную производную на этом отрезке, то 

ее тригонометрический ряд Фурье сходится во всех точках этого отрезка 

к функции )(xf , причем равномерно. 

 

Представление рядом Фурье функции  

произвольного периода 

 

Пусть функция )(xf  определена и кусочно-дифференцируема на 

отрезке  ll, , или )(xf  определена на всей числовой оси, периодична с 

периодом l2  и кусочно-дифференцируема на отрезке  ll, . Сделав за-

мену переменной 


l
tx  , получим  )()( tg

l
tfxf 











. 

Если функция )(xf  была определена на отрезке  ll, , то функция 

)(tg  определена на отрезке   ,  и удовлетворяет на этом отрезке усло-

виям теоремы Дирихле. Раскладывая в ряд Фурье функцию )(tg  и воз-

вращаясь к исходной функции, получим для нее следующее представле-

ние рядом Фурье 

                














1

0 sincos
2

)(
n

nn
l

nx
b

l

nx
a

a
xf


,                (4) 

коэффициенты которого вычисляются по формулам 






l

l

n dx
l

nx
xf

l
a


cos)(

1
,    ,...)3,2,1,0( n ,                                     

              (5) 






l

l

n dx
l

nx
xf

l
b


sin)(

1
,     ,...)3,2,1( n . 

Теорема Дирихле остается в силе с той лишь разницей, что в слу-

чае произвольного отрезка  ll,  точки x  заменяются на точки 

lx  : 

    )0()0(
2

1
)()(  lflflSlS . 
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Равенство Парсеваля принимает вид  





1

22
2

02 )(
2

)(
1

n

nn

l

l

ba
a

dxxf
l

. 

 

 

Ряд Фурье для четных и нечетных  функций 

  

Легко убедиться в том, что если  кусочно-непрерывная функция 

)(xf , определенная на отрезке  ll, , является четной, то  

    


ll

l

l

l

dxxfdxxfdxxfdxxf
00

0

)(2)()()( . 

Действительно, сделав замену xt  , вычислим 

    


ll

ll

dxxfdttfdttfdxxf
00

00

)()()()( . 

Аналогично устанавливается, что в случае нечетной функции )(xf  

 

0)()()()()()()(
000

0

0

0

 


lll

l

l

l

l

l

dttfdttfdxxfdttfdxxfdxxfdxxf . 

Предположим теперь, что кусочно-дифференцируемая функция 

)(xf , определенная на отрезке  ll, , является четной. Тогда произведе-

ние 
l

nx
xf


cos)(  также является четной функцией, а произведение 

l

nx
xf


sin)(  - нечетной. Вычислим коэффициенты Фурье четной функции: 

   


ll

l

n dx
l

nx
xf

l
dx

l

nx
xf

l
a

0

cos)(
2

cos)(
1 

,    ,...)3,2,1,0( n , 

 




l

l

n dx
l

nx
xf

l
b 0sin)(

1 
,     ,...)3,2,1( n . 

Таким образом, тригонометрический ряд Фурье четной функции 

содержит только косинусы: 





1

0 cos
2

)(
n

n
l

nx
a

a
xf


, 

а равенство Парсеваля приобретает вид 





1

2
2

0

0

2

2
)(

2

n

n

l

a
a

dxxf
l

. 

Если функция )(xf  является нечетной, то произведение 

l

nx
xf


cos)(  также является нечетной функцией, а произведение 

l

nx
xf


sin)(  - четной. Вычислим коэффициенты Фурье нечетной функции: 
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 0cos)(
1

 


l

l

n dx
l

nx
xf

l
a


,    ,...)3,2,1,0( n , 

          

 




l

l

l

n dx
l

nx
xf

l
dx

l

nx
xf

l
b

0

sin)(
2

sin)(
1 

,     ,...)3,2,1( n . 

Тригонометрический ряд Фурье нечетной функции содержит 

только синусы: 





1

sin)(
n

n
l

nx
bxf


, 

а равенство Парсеваля приобретает вид  





1

2

0

2 )(
2

n

n

l

bdxxf
l

. 

 

Разложение функций, заданных на полупериоде, в ряд Фурье 

только по косинусам или только по синусам 

 

Пусть функция )(xf  определена и кусочно-дифференцируема на 

отрезке  l,0 . Желая получить разложение этой функции в ряд Фурье, 

доопределим ее на промежутке  0,l  произвольным образом, сохраняя 

лишь требование кусочной дифференцируемости. Это дает возможность 

получать различные разложения одной и той же функции в тригономет-

рические ряды Фурье на отрезке  l,0 . 

Если определяя функцию на промежутке  0,l , будем полагать, 

что )()( xfxf   для всех  lx ,0 , то получим четную функцию, триго-

нометрический ряд Фурье которой будет содержать только косинусы. 

Если определяя функцию на промежутке  0,l , будем полагать, 

что )()( xfxf   для всех  lx ,0 , то получим нечетную функцию, три-

гонометрический ряд Фурье которой будет содержать только синусы. 

 

Пример. Разложить функцию xxf  3)( , заданную на отрезке  3,0  

в тригонометрический ряд Фурье по косинусам и в тригонометрический 

ряд Фурье по синусам. Обосновать сходимость каждого ряда Фурье. 

Нарисовать графики суммы для каждого ряда Фурье. 

Решение.  

1) Разложение по косинусам 

Доопределим функцию )(xf  на промежутке  0,3  четным обра-

зом и продолжим ее на всю числовую ось как периодическую с перио-

дом, равным 6. 



70 

 

 
   

 Вычислим коэффициенты Фурье этой функции: 
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3
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6
)cos1(
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)12(

12

,,...3,2,1,2,0
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kчислонечетноеknесли

k

kчислочетноеknесли



 

Так как рассматриваемая функция является непрерывной всюду, 

то сумма ее тригонометрического ряда Фурье равна данной функции при 

всех x 


 




0

22 )12(

3

)12(
cos

12

2

3
)(

k k

xk

xf




. 

Полагая в этом равенстве 0x , получим 

   


 


0
22 )12(

112

2

3
3

k k
   или   

8)12(

1 2

0
2








k k
. 

Выпишем для этого разложения равенство Парсеваля. С этой це-

лью вычислим интеграл 

    627
9

2

3

)3(

3

2
)3(

3

2
3

0

33

0

2 



x

dxx . 

Равенство Парсеваля принимает вид 

 


 


0
44 )12(

1144

2

9
6

k k
,      откуда         

96)12(

1 4

0
4








k k
. 

Итак, с помощью разложений функций в тригонометрические ря-

ды Фурье, можно получать значения сумм некоторых числовых рядов. 

 

2) Разложение по синусам 
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Доопределим функцию )(xf  на промежутке  0,3  нечетным обра-

зом, изменим значение функции при 0x , полагая 0)0( f  и продолжим 

ее на всю числовую ось как периодическую с периодом, равным 6. 

 
 

Согласно теореме Дирихле сумма тригонометрического ряда 

Фурье такой функции будет равна функции при всех x . Вычислим 

коэффициенты Фурье этой функции: 
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.  Полагая в этой формуле 

2

3
x , получим   
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2
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Учитывая, что 0sin
2

sin  


k
n

, если kn 2  - четное число и что 

kk
kn

)1(
2

sin
2

)12(
sin

2
sin 











 


, если 12  kn  - нечетное число, пе-

репишем полученный результат в виде:    
412

)1(

0










k

k

k
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5. Интеграл Фурье 
 

Пусть дифференцируемая функция )(xf  задана на всей числовой 

прямой и не является периодической. Предположим, что  )(xf  абсолют-

но интегрируема, т. е.       




Mdxxf )(( . 

Разложим )(xf  в ряд Фурье на отрезке  ll,   

                             )sin()cos(
2

)(
1

0 xbxa
a

xf kk

k

kk   




.          (1) 

Здесь 
l

k
k


  , а коэффициенты определяются по формуле Эйлера-

Фурье 






l

l

dttf
l

a )(
1

0 ,      ,)cos()(
1





l

l

kk dtttf
l

a         




l

l

kk dtttf
l

b )sin()(
1

 .        (2) 

Подставляя эти значения в ряд (1), получим  

   


 

dtxtxttf
l

dttf
l
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l
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)sin()sin()cos()cos()(
1

)(
2

1
)(   
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k

l

l

k

l

l

xttf
l

dttf
l

                                                 (3) 

Перейдем в этом равенстве к пределу при  l . 

Первое слагаемое в правой части (3) стремится к нулю при l , 

поскольку       

   


l

l

dttf
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1
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M
dttf

l

l

l

. 

Второе слагаемое в правой части (3) можно рассматривать как ин-

тегральную сумму для интеграла  


0

)(  dg  от  функции  






l

l

l dtxttfg )(cos)(
1

)( 


 , что можно показать следующим образом. 

Пусть  
l

k
l

kkk





  , .  Тогда   

dtxttf
l k

l

l

k
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)(cos)(
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kklg 


. 

Формальный предельный переход в (3) при l  приводит к ра-

венству      

                               






 dtxttfdxf )(cos)(
1

)(
0




                       (4) 
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Это равенство называется формулой Фурье, а интеграл в правой 

части равенства (4)  – интегралом Фурье. Интеграл Фурье будем обо-

значать через )(xФ , т.е. 

                        )(xФ 






 dtxttfd )(cos)(
1

0




. 

Положим        ,)cos()(
1

)( 




 dtttfa 


        




 dtttfb )sin()(
1

)( 


 . 

Формулу Фурье можно записать в виде 

 

                                dxbxaxf 



0

sin)(cos)()( .                (5) 

При такой форме записи видна аналогия с рядом Фурье: представ-

лению функции в виде суммы гармонических колебаний по натурально-

му параметру соответствует интеграл по непрерывному параметру. 

Приведенные  рассуждения, безусловно, не являются доказатель-

ством, а скорее их нужно рассматривать  как некоторые наводящие со-

ображения (которые и привели Фурье к интегральной формуле). Точные 

формулировки  приводятся далее. 

 
Формула Фурье, преобразование Фурье:  основные  понятия 

 

Теорема Фурье. Пусть функция )(xf  имеет на каждом конечном 

интервале не более конечного числа точек разрыва, и абсолютно инте-

грируема на всей прямой. Тогда в каждой точке дифференцируемости 

)(xf  справедлива формула Фурье 

                         






 


dxfdxf )(cos)(
1

)(
0

. 

В точках разрыва функции )(xf  при условии существования одно-

сторонних производных интеграл Фурье равен среднему арифметиче-

скому односторонних пределов функции 

                      
2

)0()0(
)(cos)(

1

0









xfxf

dtxttfd 


               (6) 

Формулу Фурье можно переписать в комплексной форме: 

                   









 dttfdxf e
xti

)(
2

1
)(

)(


 









dttfd ee
tixi

)(
2

1 



     (7) 

Формулу Фурье  (7)  принято разбивать на два равенства 

                                   ,)(
2

1
)(ˆ 





 dttfef ti


                         (8) 
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 defxf xi)(ˆ

2

1
)( .                       (9) 

Функция  )(ˆ f  называется преобразованием Фурье функции f (или 

образом преобразования Фурье) и обозначается  )(ˆ f = )( fF . Здесь F - 

оператор Фурье, применяемый к функции f :      ffF ˆ:  . Формулу (9) 

называют обратным преобразованием Фурье и пишут  

                                        )ˆ()( 1 fFxf  .                               (10) 

Замечание. Часто преобразование Фурье определяют равенством  

,)()(ˆ 




 dttfef ti  при этом формула (9) обратного преобразования 

Фурье принимает вид    




 


 defxf xi)(ˆ
2

1
)( . 

Преобразование Фурье по существу является функцией, описыва-

ющей амплитуду и фазу каждой гармоники, соответствующей опреде-

ленной частоте. Отметим, что при внешнем сходстве формул (8) и (9), 

они по существу различны. Первая – это определение, а второе – теоре-

ма. Кроме того, в (9) интеграл понимается в смысле главного значения, 

т.е. 

                             )(xf
A

lim 


A

A

xi def 


)(ˆ
2

1
. 

В случае периодической функции )(xf  разложение в ряд Фурье 

состоит из отдельных гармоник с частотами n
l

n


  .  Зависимость ам-

плитуды этих гармоник от частоты называется дискретным амплитуд-

ным спектром функции. Если функция )(xf  не является периодической, 

то роль ряда Фурье играет интеграл Фурье (9), а амплитудным спек-

тром (непрерывным) называется функция |)(ˆ|)(  fA   (с точностью до 

множителя 
2

1
),   при этом называется частотой. Функция )(ˆ f  назы-

вается  спектром (спектральной функцией) сигнала )(xf , функция  

)(ˆarg)(  f  (с точностью до знака) называется фазовым спектром.  

Пример. Емкость фС 1 , имеющая электрический заряд  kq 1  в 

момент времени 0t  начинает разряжаться через сопротивление 

омr 1 . Ток изменяется по закону  













.0,0

,0,
)(

t

te
tf

t

   Найти преобразова-

ние Фурье функции )(tf , амплитудный спектр и представить )(tf  инте-

гралом Фурье в комплексной форме. 

Решение.     Преобразование Фурье 
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 dttfef ti )(
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1
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1
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)1(2

1

0
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Последнее равенство справедливо, поскольку 





)1(lim it

t
e  

t
lim   0sincos   tite t . 

Амплитудный спектр  
21

1

2

1
)(





A . 

По формуле Фурье в точках непрерывности )(tf , т.е. при 0t   

                       




 


 deftf ti)(ˆ

2

1
)( 















i

deit

12

1
                                            

При  0t  интеграл в правой части  равен  21 . 

 

 

Интеграл Фурье для четных и нечетных функций. 

Косинус-  и  синус- преобразования Фурье 

 

Формулу Фурье перепишем в следующем виде  

 






dtxttfdxf )(cos)(
1

)(
0




 












 dtttfdxdtttfdx )sin()()sin(
1

)cos()()cos(
1

00







           (11) 

 

Случай четной функции: )()( xfxf  . 

 

Перепишем первый внутренний интеграл в формуле (11) в виде 











0

0

)cos()()cos()()cos()( dtttfdtttfdtttf  . 

В силу четности функции )(xf  имеем  







0

)cos()(2)cos()( dtttfdtttf    и 0)sin()( 




dtttf  . 

Формула Фурье для четной функции примет вид  

                    



00

)cos()()cos(
2

)( dtttfdxxf 


                                    (12) 

Положим   )(ˆ cf 



0

)cos()(
2

)( dtttfa 


                                       (13) 
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Тогда равенство (12) перепишется в виде  

                        



0

)cos()(ˆ2
)( 


dxfxf c  .                                        (14) 

Формула (13) называется  косинус- преобразованием Фурье, а 

формула (14) – обратным косинус- преобразованием. 

  

Случай нечетной функции:  )()( xfxf  .  

Аналогично предыдущему случаю нетрудно проверить, что инте-

гральная формула Фурье примет вид 

          



00

)sin()()sin(
2

)( dtttfdxxf 


.                                     (15) 

В этом случае равенство 

                            )(ˆ sf 



0

)sin()(
2

)( dtttfb 


                                       

(16) 

определяет прямое синус- преобразование Фурье, а равенство   

                           



0

)sin()(ˆ2
)( dxxfxf s 


                                (17) 

задает обратное синус- преобразование Фурье. 

 Таким образом, имеем полную аналогию с рядом Фурье для чет-

ной и нечетной функции. 

Итак, формула Фурье для четной функции  





0

)cos()(ˆ2
)( 


dxfxf c ,                           (18) 

 Где      )(ˆ cf 



0

)cos()(
2

)( dtttfa 


 .         

 Формула Фурье для нечетной функции 

 



0

)sin()(ˆ2
)( 


dxfxf s ,                           (19) 

  где    )(ˆ sf 



0

)sin()(
2

)( dtttfb 


 .          

Пусть функция )(xf  определена на полупрямой  ,0 . Доопреде-

лив функцию на интервал  0,  четным или нечетным образом, полу-

чим, что её интеграл Фурье можно представить как в виде (18), так и в 

виде (19). 

Пример. Найти косинус- преобразование Фурье для функции  
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.,0

,0,1
)(

ax

ax
xf   Представить функцию с помощью интеграла 

Фурье. 

Решение. Считая, что )(xf  продолжена на всю прямую четным об-

разом, получим         )(ˆ cf 








a
tdt

a
sin2

cos
2

0

   . 

По формуле (18)      



0

)cos()(ˆ2
)( 


dxfxf c 




0

)cos(
sin2







dx

a
. 

В точке 0x  функция )(xf  (точнее её четное продолжение) непре-

рывна. Следовательно, 



0

sin2
)0( 






d

a
f .  

Отсюда, в частности, получаем    
2

sin

0











d
a

. Таким образом, 

формулу Фурье можно использовать для вычисления интегралов. 

 

6. Решение уравнения колебаний струны методом 

Фурье 

 
Метод Фурье широко используется при решении многих задач 

математической физики. Проиллюстрируем основные идеи этого метода 

на примере решения задачи о колебаниях закрепленной струны. 

Будем рассматривать свободные, малые, поперечные колебания 

струны, закрепленной в точке 0x  и lx   оси x , с положением 

равновесия вдоль оси x .   Пусть ),( txu - отклонение точки струны с 

абсциссой x в момент времени t . В математической физике для изучения 

функции ),( txu , описывающей форму струны в момент времени 

выводится уравнение  

                 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u









, где a - некоторая константа   (1) 

Уравнение (1) рассматривается с граничными условиями 

(закрепленность на концах) 

,0),0( tu  0),( tlu     (2) 

Пусть начальная форма струны описывается функцией )(x , а 

начальная скорость )(x , т.е. уравнение (1) рассматривается с 

начальными условиями 

lxxxu

xxu

t 



0),()0,(

),()0,(




     (3) 
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Первый шаг метода Фурье – решение вспомогательной задачи: 

найти решение уравнения (1) вида 

),()(),( tTxXtxu       (4) 

не равное тождественно нулю и удовлетворяющее граничным 

условиям (2).    Подставляя (4) в (1) и разделяя переменные, получим 

)(

)(

)(

)(
2 xX

xX

tTa

tT 



.    (5) 

Левая часть равенства зависит только от t , правая – только от x . 

Отсюда вытекает, что обе части равенства равны константе. Обозначим 

эту константу   . Получим два обыкновенных дифференциальных 

уравнения 

            








0)()(

0)()( 2

xXxX

tTatT




                                        

)7(

)6(
   

Из (2) следует, что для уравнения (7) должны выполняться 

граничные условия 

0)()0(  lXX .      (8) 

Найдем сначала нетривиальные решения (7), удовлетворяющие 

граничным условиям (8). Эта задача называется задачей Штурма-

Лиувилля. Значения  , при которых задача имеет решения, называются 

собственными значениями, а соответствующие решения – 

собственными функциями.  

Рассмотрим отдельно случаи 0 , 0 , 0 . 

1)  Пусть 2  , 0 .  

Общее решение (7) записывается в виде 
xx eCeCxX 

21)(   . 

Граничные условия 0)()0(  lXX  приводят к однородной системе 

линейных уравнений относительно 1C  и 2C  с ненулевым определителем. 

Следовательно,  021 CC  и 0)( xX . 

2)  0 . Общее решение (7) 

XCCxX 21)(  . 

Граничные условия приводят к системе   01 C ,   021  lCC .  

Отсюда 021 CC  и, следовательно, 0X . 

3)  Пусть 2  , 0 .  Общее решение  (7) 

xCxCxX  sincos)( 21   

Граничные условия дают 

1)0(0 CX  , 

.sinsincos)(0 221 lClClClX    

Поскольку 02 C , то 0)sin( l  и , nl   ,....2,1n  
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Следовательно, нетривиальное решение задачи Штурма-Лиувилля 

(7)-(8) возможно только при   ,.....2,1,

2









 n

l

т
т


  

Этим собственным значениям соответствуют собственные 

функции 

,.....2,1,sin)(  n
l

nx
xX n


 

При т   общее решение уравнения (6) запишется в виде 

.sincos)(
l

atn
B

l

atn
AtT nnn


  

Таким образом, функции  )()(),( tTxXtxu nnn   удовлетворяют 

уравнению (1) и граничным условиям (2) при любых nA  и nB . 

В силу линейности и однородности уравнения (1) ряд 

 


















1 1

sinsincos),(),(
n n

nnn
l

xn

l

atn
B

l

atn
Atxutxu


 

 (9) 

в случае его сходимости и возможности дважды 

дифференцирования по x  и t  также является решением (1) и 

удовлетворяет граничным условиям (2). 

Определим коэффициенты nA  и nB  так, чтобы выполнялись 

начальные условия (3). Дифференцируя ряд почленно, получим 
















1
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atn
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   (10) 

Полагая в (9) и (10)   0t , получим 

                     ,sin)(
1







n

n
l

xn
Ax


    

                                                                                                       (11) 

                         .sin)(
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n
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l
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Равенства (11) суть разложения функций )(x  и )(x в ряд Фурье 

по синусам на отрезке  l,0 . Следовательно,  

                      

dx
l

xn
x

an
B

dx
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xn
x

l
A

l

n

l

n

















0

0

sin)(
2

,sin)(
2









           (12) 

Таким образом, равенство (9) дает решение исходной задачи (1)-

(3), если коэффициенты   nA , nB  определены в соответствии с (12). 

Рассмотрим частный случай колебаний струны без начальной 

скорости, т.е. 0)( x . Поскольку 0nB , имеем 
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1
atxatx   . 

Таким образом,  решение представляется в виде полусуммы двух 

разбегающихся волн. Под )(x  здесь понимается продолжение исходной 

функции, определяющей начальную форму на отрезке  l,0 , сначала – 

нечетное на  ll, , а затем периодическое на всю прямую. 

 

 

Заключение 

 
Теория рядов имеет широкое применения в различных дисципли-

нах, используется при решении прикладных задач.  

В математическом анализе степенные ряды применяются для вы-

числения предела функции, при выполнении приближенных вычисле-

ний, вычислении значений производной функции в точке, нахождении 

суммы ряда. Теория рядов используется в теории функций комплексной 

переменной. В курсе обыкновенных дифференциальных уравнений с 

помощью рядов решают задачу Коши. Для  математической физики ме-

тодом Фурье решают уравнения колебаний струны, теплопроводности  и 

др. 

В теории вероятностей и в теории случайных процессов к рядам 

обращаются при рассмотрении вопросов нахождения характеристик 

случайных величин, нахождении производящей функции, для 

спектрального разложения стационарных случайных процессов  и др. 

В курсе радиотехники с помощью рядов Фурье изучаются 

периодические сигналы, строятся амплитудные и фазовый спектры. На 

основе интеграла и преобразования Фурье изучаются спектры 

непериодических сигналов.  

Преобразование Фурье – это математическая основа теории авто-

матического управления.  При разработке прикладных проблем курсово-

го и дипломного проектирования также применяют данную теорию (во-

просы надежности разрабатываемой системы, вопросы анализа функци-

онирования объекта и др.).  

Для более глубокого изучения вопросов решения задач на основе 

теории рядов в различных дисциплинах рекомендуется дополнительная 

литература. 
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